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AVVERTIMENTO 


DELL 1 AUTORE 


Questo Corso tli Analisi Moderna do- 
veva esser da me intitolato ad un illustre 
personaggio, che straniero tra noi meritò la 
pubblica stima , e per l’ ottima sua morale , 
e pel rispetto, onde ritrovandosi in posto as- 
sai distinto , ne usò in varj rincontri a prò 
del nostro paese . È questi il Barone Tou- 
gny , di cui a comprovare quanto ho di 
lui accennato, mi basterà solo il recar qui 
due fotti, tra i tanti che si potrebbero ri- 
cordare. 

Nel 1812, all’ occasione che discetta- 
vasi sul Corso di Matematiche da sceglier- 
si per uno stabilimento d instiamone milita- 
re , egli eh’ era il Ministro da cui tale sta- 
bilimento dipendeva , invitò la nostra Rea- 
le Accademia delle Scienze a dar parere sul- 
la proposta che gli si era fatta, di adottare 
un Corso di autor francese , dicendo nella 
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lettera clic a quest’ oggetto le diresse : Io 
sono ben certo , che i Signori membri del- 
la Reale Accademia delle Scienze ve eira n- 

« 

no in questa mia dimanda il solo sincero 
mio desiderio di esser messo a giorno su 
di un oggetto , sul quede non si potrebbe 
equamente decidere , che dietro le avvedu- 
te rimessioni de' nazionali i più istruiti in 
questa materia ; nella prevenzione , che io 
amerei sempre , che gli alunni della Se. 
Polii. Mil. di Napoli facessero i loro stu- 
dj su di un ’ opera scritta da un nazionale 
se Jia possibile . E di fatti quel libro che era 
stato proposto da’ nostri nazionali non ven- 
ne adottato. Nè egli si arrestò qui in que- 
ste sue ottime e rispettose intenzioni verso i 
nostri dotti , e verso lo stato di coltura in 
cui ben conosceva essere allora le Matema- 
tiche presso noi. Ma nel 1814» all’occasio- 
ne di abbandonare Napoli , per ritirarsi a 
vivere tranquillamente in seno della sua fa- 
miglia , la tpal vita egli ambiva grandemen- 
te, ad onta de’ solletichi che il potere pro- 
duce , e f adulazione fomenta , la vigilia 
della sua partita onorò di una visita il Per- 
gola , eh’ egli non conosceva che dal no- 
me , nè era da lui conosciuto j e dopo di 
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essersi col medesimo un pezzo trattenuto , 
nel momento stesso di partir da Napoli , 
lasciando a tutti anche il desiderio di sue 
notizie ( giacché non mai più se ne ebbero ) 
legò con compitissima lettera ad esso Fer- 
gola due. 800 , perchè potesse con questi 
metter mano a stampare il suo Corso di 
inalisi Sublime , la qual cosa non potè aver 
luogo , a cagione dell’ infermo stato di sa- 
lute di esso Fergola , che però non volle e- 
gli accettare tal somma , rilasciandola nelle 
stesse mani alle quali 1’ avea il Tougny af- 
fidata ' . E dopo un periodo di dieci an- 
ni avendo egli conosciuto dal mio elogio 
del Fergola letto all’ Accademia delle Scien- 
ze , la morte di tal nostro insigne mate- 
matico , si diresse a me con la stessa muni- 
ficenza , chiedendomi che in bene del mio 
paese , avessi fatti tutti gli sforzi per adem- 
piere a questo scopo*. 

■ La lettera indirilta dal Tougny al Fergola , e la 
risposta che questi le diede , e clic non mai le pervenne 
si potranno vedere nelle note all’ Elogio storico del For- 
gola da me Ietto alla R. A. delle Scienze di Napoli , e 
pubblicato nel iSaj. 

■ Veg. i documenti storici intorno i MS. del Fer- 
gola , in testa delle Srtiont Coniche Analitiche , ec. puh- 
blicate io 4* nel 1828. 
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Qual mai più sacro dovere per obbli- 
garmi ad eterna riconoscenza verso un uo- 
mo, che ha serbato per noi più riguardi che 
alcun nazionale , e la cui condotta do- 
vreblx: a questi esser di norma, perchè ces- 
si fra noi la non commendevole usanza di 
proporre instituzioni straniere , mentre di 
egual merito , e forse migliori se ne han- 
no di compatrioti , o almeno di altri il- 
lustri italiani. 
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5 ^ in dal 1818 resi conto al pubblico del Cor- 
so di Matematiche al quale io stava lavorando , espo- 
nendo il piano del medesimo , che di nuovo ripetei 
in un Appendice a tre dissertazioni sul Metodo in Ma- 
tematiche , ec. pubblicate nel i8aa . £ gii 1' intera 
parte geometrica , compresi anche diversi trattati che 
la riguardano, ha veduto più volte la pubblica luce'. 


* Un tal Corso è ora diviso nel seguente modo': 
Corso di Geometria elementare e Sublime diviso in 
4. volumi , che comprendono i libri di Geometrìa ele- 
mentare di Euclide ed Archimede . — Le Sezioni Coni- 
che divise in cinque libri, e le Trigonomelrie~CoRSo ni 
Analisi Algebrica elementare e sublime , diviso an- 
che in 4. volumi , che comprendono 1' Analisi Algr- 
finca elementare e trascendente* c quella degl Infiniti — 
Corso di Trattati per l 4 invenzione geometrica, cioè, 
I dati ni Euclide , preceduti da una esposizione delle 
opere del luogo di risoluzione degli antichi , c seguiti da 
diverse ricerche riguardanti il luogo stesso , e da una 
serie di scelti problemi piani e solidi elegantemente ri- 
soluti — Geometria di Sito sul piati o e sello spa- 
zio — Applicazione dell 4 Analisi moderna alla Geo- 
metria — Sezioni Coniche analitiche , e loro Luo- 
ghi Geometrici , del sig. Fcrgola . 
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Le i (istituzioni di Analisi Moderna serbavansi ancora i- 
nedite , non ostante che la parte sublime di questo 
importantissimo ramo di Matematiche formasse l’ og- 
getto delle mie lezioni nella Regia Università degli 
Studj ; ebe perciò mi era veduto più volte nell’ ob- 
bligo di por mano a qualche trattato di questa , che 
giudicai a proposito di esporre a mio modo : non mai 
però pensai ad occuparmene di proposito , conoscendo 
bene ciò che intorno ad esso aveva fatto il Fcrgola ; e 
che il suo Trattalo di Analisi Sublime , non era già una 
di quelle tante instituzioni che compilatisi a’ nostri gior- 
ni ; ma conteneva molti metodi rettificati , e non po- 
che nuove ed eleganti soluzioni di diffìcili problemi , 
e dimostrazioni di verità importanti . Limitai perciò 
tutte le mie cure alla parte elementare dell' Analisi mo- 
derna , e della sua applicazione alla Geometria ; e pel 
rimanente non tralasciai d’ insister sempre , perchè il 
Fergola mi permettesse di pubblicare i suoi manoscritti, 
offrendomi a supplirvi tutta quella parte, che dal dotto 
autore era stata tralasciata, e che per lo stato non buo- 
no di sua salute non sarebbe stato egli medesimo nel caso 
di supplire nell’atto della stampa. Tante mie preghiere 
furono però infruttuose, sia per effetto del carattere del 
Fergola renitente a pubblicar qualunque suo lavoro , 
sia che nel distraesse lo stato di noja in cui il tene- 
vano i suoi mali , e più che questi un numero di i- 
nettissime persone che lo circondavano, deviandolo 
male a proposito dalle sue utili e severe applicazioni. 

Intanto non telandomi resistere alle premure che 
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mi si facevano da dii presedeva ad un pubblico sta- 
bilimento di educazione di gio vani militari , mi vi- 
di costretto a dare sollecitamente a stampa gli Ele- 
menti di Analisi algebrica , ed a pubblicarli per fogli, 
ebe vennero esauriti quasi al tempo stesso ebe si stam- 
pavano. Nel dar fuori tali fogli ebbi anche altro in mi- 
ra. Primieramente volli osservare quale effetto produr- 
rebbe nell' animo de' giovani , ed in quello de' profes- 
sori incaricati della loro instituzione , il nuovo sistema 
da me introdotto nel trattar diverse parti di questo 
ramo elementare di Analisi : e poi sperai esser di 
sprone al Fergola , credendo fuor di dubbio eh' egli 
non mi lascerebbc interrotto 1’ intrapreso lavoro . ha 
faccenda intanto andò ben altrimenti ; ed una lunga 
e penosa malattia che finalmente sorprese questo illu- 
stre uomo, fino a ridurlo al sepolcro, distrusse ogni 
mia speranza , e tolse anche a me , pel sacro dovere 
che aveva di assisterlo , quel tempo che mi era neces- 
sario a continuare con alacrità l' intrapreso lavoro. 

Cessate disgraziatamente queste cause ritarda trid, 
ritornai sijll’ interrotto cammino , per percorrerlo fino 
al suo termine , sia che terminala la parte di Analisi 
clic ini aveva proposta , avessi potuto poi valermi, per 
la continuazione , de'lavori già fatti dall’ illustre Fer- 
gola ; sia che la caparbietà di quelle persone cui esso 
aveva legati i suoi manoscritti , ridurendo inutile si 
preziosa ed elaborata suppellettile , mi avesse ridotto , 
a mio malgrado , nel caso di rifar lavoro da quello già 
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dottamente condotto a fine , coni' è di fatti avvenuto ’ . 
Messo dunque nella necessità di lavorar da me solo ad 
un Corso di Analisi Moderna , e di ordinarlo intera- 
mente a mio modo , pensai subito di trattar la parte 
pnra di essa , serbandomi 1 ' Applicazione alla Geome- 
tria in un Trattato separato , che dovrà esser compre- 
so tra quelli per l' invenzione geometrica ; c quindi bo 
ripartito un tal Corso in quattro volumi nel seguen- 
te modo . 

11 primo di essi , che ora si pubblica per la terza 
volta, contiene V Analisi Determinala ; il secondo 1 ’ In- 
determinata , e quella parte die da alcuni sommi a- 
nalisti è stata chiamata Introduzione alt Analisi degli 
Infiniti , e che io bo denominata Analisi sitile quan- 
tità variabili. Il terzo , e ’l quarto finalmente 1 ’ Ana- 
lisi degl Irsfiniti, distinta nel Calcalo Differenziale , In- 
tegrale , e delle Variazioni.. 

Senza impegnarmi qui in partkolarcggiare il con- 
tenuto di ciascun volume, e la maniera come sarà trat- 
tato , il che sarà meglio fatto in fronte di ognuno di 
loro, mi limiterò a dar solamente conto di questo] che 
ora si pubblica. 

De' libri che lo compongono , il primo compren- 
de 1 ’ Algoritmo Algebrico , o sia il calcolo delle gran- 

* Chi sìa curioso di conoscere lutto quello , che da 
me si è operato » tale oggetto , potrà vederlo ne' Do- 
cumenti storici intorno ai MS. del Vergola , in testa 
delle Sezioni Coniche analitiche ec. , pubblicate in 4 * 
nel 1828. 
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dezzc algebriche : nel che sebbene non sembri poter- 
si dar luogo ad alcuna novità , pure ve n' ha una 
rimarchevole , eh’ è 1' aver ridotte le diverse calcola- 
zioni delle quantità , cosi dette , semplici , esponen- 
ziali , frazionarie e radicali ad una sola , e ciò stabi- 
lendo la correlazione di tali grandezze prima d’ insti- 
tuire regole di calcolazione per esse ; In tal modo 
non solamente si è distrutta quella improprietà che 
si ravvisava in una scienza universale , nel vedere che 
quantità di cui la stessa era la natura , e diverse so- 
lamente nella forma come si presentavano nel calcolo , 
dovessero sottoporsi a regole diverse di calcolazione ; 
ma questa elementarissima parte dell’ Algebra ha an- 
che ricevuta quella forma che l' era propria . Tutte le 
ricerche in «sa comprese lio cercato esporle in for- 
ma generalissima, e derivante dalla loro] propria natu- 
ra ; e con tal mezzo , ed anche pel nesso che ho po- 
sto tra esse , ho molto guadagnato in chiarezza e bre- 
vità . Nè ho creduto di seguire il metodo modernissi- 
mo di molti analisti franerai , suggerito ad essi dal 
celebre loro nazionale Clairaul , cioè di trattare l' al- 
goritmo algebrico , allorché prima hanno mostrato il 
bisogno delle operazioni di esso nello scioglimento de* 
problemi. É vero , else le operazioni algebriche isola- 
te non possono costituire una regola di uso, come del- 
le aritmetiche avviene , potendo di questa la semplice 
somma , sottrazione , moltiplicazione , o divisione ri- 
solvere una qnistione , il clic non può avvenire per 
le stesse operazioni algebriche; ma ciò non è però una 
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ragione , perché delle operazioni algebriche si trattasse 
dopo di aver proposto un problema, e fatto vedere che sì 
ha bisogno di quelle operazioni per venire a capo della 
soluzione di esso . Primieramente facendo in questo 
modo , nè meno si ottiene l’ intento prefisso ; j»erchè 
dovendosi scegliere una quistionc semplicissima , e di 
risolvimento intuitivo , non mai si potran comprende- 
re nella sua soluzione tutte le operazioni del calcolo al- 
gebrico , nè queste si presenteranno in tutta quella 
generalità nella quale conviene che sieno considera- 
te. Inoltre ciascuna di tali operazioni si dovrà trat 
tare rimontando sempre a quel problema al quale 
essa serviva ; il che mette una certa durezza nell' e- 
sposizioue delle medesime. Finalmente facendo a que- 
sto modo si è nell' obbligo di cominciare ad invilup- 
pare P animo de' principianti , ad un tratto , con lin- 
guaggio simbolico di grandezze , espressione simbolica 
delle condizioni del problema, maniera algebrica d’in- 
dicar le operazioni aritmetiche con grandezze simbo- 
liche , nozioni di equazioni , d' incognita , di maneg- 
gio di equazione , valore t£ incognita ec. le quali cose 
sono fuori luogo . E che sia cosi il dimostra ad evi- 
denza la stessa necessità , in cui coloro i quali han- 
no per tal modo cominciato 1' algebrico algoritmo si 
sono ritrovati , di ripigliar poi da capo le cose stes- 
se nel loro proprio luogo per trattarle a disteso , 
come convenivasi. D’ altronde la prima idea che ofiresi 
a chi conosce già l' Aritmetica par che sia , che quel- 
la quantità eh' egli ha considerata come particolare , 
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divenisse universale, e quindi la necessità di stabilire 
le regole del calcolo di questa , le quali perciò debbon 
procedere collo stesso ordine che quelle date pel cal- 
colo speciale nell' Aritmetica volgare ; e quindi questo 
metodo, e non già il poc'anzi detto sarà il più natu- 
rale e proprio a trattare tali materie. Gli analisti del 
passato secolo , eh’ è stato quello de' grandi progressi 
per le Matematiche , hanno tutti cosi pensato , e non 
si sono certamente ingannati ; e per non nominarli 
qui uno ad uno, basta per essi il Newton e l’ Eulero . 

Mi sono , ove ho potuto farlo , valuto di dimo- 
strazioni della teorica de’ numeri presso gli antichi , 
ricavate da' libri aritmetici di Euclide , traducendole 
solamente nel linguaggio algebrico nostro , e con gran- 
dissimo vantaggio . I moderni analisti hanno più amato 
travagliarsi la mente in ricercare talvolta , su tal propo- 
sito una dimostrazione, eh' è poi riescita difficilissima , 
che in prendersi la pena di legger que' libri del geome- 
tra greco , che sono pieni di profondissime dottrine , 
de’ quali essi si sarebbero valuti con vantaggio. Dee far 
pena veramente a chi ha studiato le opere de' geome- 
tri greci il vedere , come lo spirito limano , per ima 
certa intolleranza propria de' tempi nostri , si abbia 
voluto , nelle sue ricerche per 1’ ulteriore progres- 
so delle scienze del Quanto, privare di que' grandi 
ajnti , che poteva ritrarre da que' lavori profondi e 
perfetti di quei nostri antichi sommi maestri , che pa- 
jono ormai abbandonati a servire di inutile suppel- 
lettile nelle pubbliche biblioteche , mentre dovrebbon- ( 
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si notte e giorno versare per le mani di chi desidera 
far progressi nelle Matematiche. 

I tre libri seguenti, cioè 11° , 111° e IV°. sono 
destinati all' Suolisi determinata. Ed il primo di que- 
sti espone specialmente la natura de' problemi in ge- 
nerale , e la risoluzione delle equazioni di primo e 
secondo grado , con altre ricerche analoghe a tale ar- 
gomento. Le teoriche in esso recate , sono sempre 
per tal modo ordinate , che menino a formare nel 
giovine che le apprende lo spirito d' invenzione ; ed 
anche i problemi che vi sono proposti per sempli- 
ce esercizio sono scelti in modo , che co' loro risul- 
lamenti dieu luogo a regole importanti a conoscersi. 

È fin qui che bisogna farne apprendere a' giovani a’ 
quali voglia darsi elementarissima iuslruùone nell' Ana- 
lisi algebrica. 

L' altro di tali libri , cioè il terzo dell' opera , 
ragguarda la teorica generale delle equazioni numeri- 
riche , ed i metodi generali di risolvimento di esse. Tut- 
te le dottrine che vi si espongono lo sono in forma 
nnova , e talune anche corredate di nuove, generali, 
e facili dimostrazioni. 

L' ultimo libro poi dell' Analisi determinata , com- - 
prende i metodi particolari , c di approssimazione pel ri- 
solvimento delle equazioni nwncrickc. Ed in fiue di es- 
so trovasi recata , per qnanto convengasi ad un libro 
elementare , la dottrina delle eliminazioni nelle equa- 
zioni composte . Finalmente perché la natura de’ pro- 
blemi restasse sempreppiù rischiarata , ho trattato, nel- 
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1' ultimo rapitolo di un tal libro , della conisponden- 
xa necessaria che vi ha tra le diverse soluzioni di cui 
un problema è suscettivo, e '1 grado dell* equazione ad 
esso esente da qualunque riduzione . In trattar le ma- 
terie contenute in questo libro , e nel precedente , bo 
raccolto quanto vi è d' importante intorno ad esse ; ma 
bo poi trasandato tutto ciò che non ho creduto nè 
men proprio alle ricerche ulteriori, che potrebbonsi fa- 
re su questo argomento 

Il metoJo che ho tenuto nell’ esporre tutte le so- 
praddette dottrine è stato più specialmente l’ anali- 
tico , più adatto a questo genere di ricerche , per la 
stretta connessione eh’ esse cosi couservan tra loro . 
Per tal modo le dottrine del calcolo algebrico risul- 
tano trattate con grandissima chiarezza e brevità in- 
sieme . Ciò non ostante , per talune teoriche , ove il 
suddetto metodo non produceva questi due essenziali 
primi effetti , che anzi ne faceva deviare , non ho 
abbonita 1‘ ordinaria distinzione di problemi c teo- 
remi , come nel metodo geometrico . Cosi è stata di 
fatti trattata gran parte della teorica delle equazioni 
numeriche. Ho per vero , ed in ciò non credo ingan- 
narmi , che colui il quale s’ impegna a trattare istitu- 
zioni di Matematiche dee rivolger le sue mire princi- 
palmente alla chiarezza , ed adottar perciò il meto- 
do più atto a fargliela conseguire ; e questo per le di- 
verse dottrine di Analisi moderna non può esser sempre 
lo stesso . Ho adoperato perciò lo stretto metodo ana- 
litico in trattare cose che sono 1’ una immediata con- 
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sequenza dell’ altra ; poiché 1' altro metodo distrugge 
quest' intima connessione , essenzialissima ad esser con- 
servata , ed allunga ollremodo le dimostrazioni : ma 
quando le dottrine da esporsi erano effettivamente stac- 
cale 1' una dall* altra , e dovevansi inoltre rendere e- 
uuuciative , allora mi sono servito con vantaggio d«l- 
1' altro modo. Ed io sarò appieno contento delle mie 
fatiche , se i giovani mi troveranno chiaro abbastan- 
za , per quanto la natura delle ricerche che tratto il 
comporta . Ed è anche per servire a questa tanto es- 
senzial qualità di una buona istituzione elementare , 
che oltre alla divisione delle materie che ho trattate 
in Libri e Capitoli , per renderle il più che si pote- 
va staccate tra loro , ho pur diviso ciascun Capitolo 
in paragrafi , e questi non solo brevi , ma anche ta- 
li , che ognuno da se esponesse , o preparasse qual- 
che ricerca. Di più, a maggior precisione e distinzione 
delle materie , ho messo in fine di ciascun volume un 
indice particolarizzato di esse, per mezzo del quale si 
renderà facile rinvenirne alcuna quando si voglia. In 
vista di tutto ciò ardisco lusingarmi di non avere an- 
eli' io inutilmente gravata la scienza di un altro libro. 

Ho questa volta , per seguire il sistema da me 
tenuto per la parte geometrica , posto in testa di cia- 
scun volume un Saggio storico di quella parte di A- 
nalisi moderna in esso trattata , e de' principali au- 
tori che ne hanno scritto , con una breve analisi de’ 
loco lavori ; riserbandomi in note ne’ luoghi pro- 
prii , o in fine del volume , talune ricerche storiche 
» 
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sa’ metodi particolari. Dall'unione di questi diversi Sag- 
gi storici , ne risulterà un Cenno storico generale per 
l’intera scienza , bastante a mettere un giovine al cor- 
rente dell’ origine e progressi di essa , e ad introdurlo 
allo studio delle due opere classiche in tal genere com- 
poste dal Cossali e dal Montucla , che non bisogna 
considerare come due ordinarie storie , ma come due 
libri di metodi ; la qual maniera si conviene a chi 
scrive la storia di una Scienza. 

Mi resta ancora a pregare i professori , ai quali 
piacerà far uso per le loro lezioni di questo mio li- 
bro , di tutta la loro bontà nell’ esporre agli allievi 
talune ricerche , che per la generalità in cui sono 
prese , riescono di un grado di astrazione , da ren- 
derne alquanto difficile 1' intelligenza per giovanetti 
principianti. Eglino raccoglieranno poi il frutto delle 
loro cure , allorché questi se ne saranno hen persua- 
si ; poiché vedranno sabito con quanto successo saran- 
no questi in istato di percorrere il resto della carrie- 
ra del Corso di Analisi . È ormai conosciuto da tut- 
ti , che i metodi generali sono da preferirsi nel trat- 
tar le ricerche- di Analisi moderna ; e poi qual buo- 
no istitutore può ignorare, che 1’ induzione e 1' ana- 
logia sono due maniere di argomentare non solamen- 
te di nessun conto , ma anche perniciose nell’ appren- 
dimento delle Matematiche ; poiché deviano lo spi- 
rilo de' giovani allievi da quel grado di rigore , che 
conviene cercar continuamente di formare in essi. Di- 
rò di piti , che se gli Elementi di una scienza deb- 
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Lono preparare 1' animo degli allievi allo studio de' 
libri dotti che di essa trattano , ed a metterli a li- 
vello dello stato di conoscenze cui è giunta ; non altri- 
menti che in questo modo che io propongo potrà ora 
trattarsi un Corso di Analisi moderna , se non si vuo- 
le elle , dopo lo studio di esso , il giovane urti ad 
ogni passo nella lettura delle opere classiche , della 
quale avrà bisogno per perfezionarsi nella scienza . 
Non c però che non resti al Professore la facol tà , 
ove ravvisi 1' animo del giovane allievo men pronto 
a comprender hene una qualche dottrina , di con- 
validargliela con spessi csempj, e condurlo quasi per 
mauo alla comprensione della medesima , per la via 
poco regolare, ma che talvolta convieu usare , de’ ri- 
sultamenli. Egli potrà pure talvolta posporre qualche 
dottrina, clic per ragion di metodo mi è convenuto 
stabilire in un dato luogo , per ripigliarla quaudo 
stimerà poi più a proposito , e quaudo crederà il gio- 
vane allievo già abbastanza fortificalo ne' ragionamen- 
ti analitici per perfettamente comprenderla. Io in som- 
ma confido questo mio lavoro interamente alla pruden- 
za de' Professori che lo insegneranno , e mi auguro 
da ciò che la gioventù matematica napoletana , cui spe- 
cialmente lo destino , possa ricavarne qualche profitto. 
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Le ricerche aritmetiche di Pitagora e della sua 
scuola dimostrano , che questa scienza non comin- 
ciò allora ad esser trattata ; ma che già prima al- 
tri se ne occuparono : e forse con le altre dottrine 
ancora queste Pitagora raccolse dagli Egizj . Con- 
viene però riflettere , che la maggior parte delle 
ricerche de’ Pitagorici non furono dirette all’ aumen- 
to della scienza Aritmetica ; ma ad astratte con- 
siderazioni sulle proprietà di taluni numeri , dal- 
le quali nulla di vantaggio traeva 1’ Aritmetica ' : che 


1 Telauge tiglio di Pitagora compose quattro libri 
lui quaternario ; Archita ferisse un intero trattato lui nu- 
mero io, ed altri in limili ricerche tulle virtù de’nume- 
ri consumarono il loro tempo , non escluso il divino 
Platone, 
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jxaò ragionevolmente il tempo nou le La tutte ri- 
S|ictlate ; c la posterità , aneliti quelle die sono ri- 
maste ha tenuto in podiissimo conto . E sarebbe de- 
gno di osservazione , se fosse vero ciò die dice 
Boezio *, che nella scuola Pitagorica si erano già 
introdotti nove caratteri o apici , per dinotare le no- 
ve cifre del periodo aritmetico , i quali presso a po- 
co rassomigliavano alle cifre arabe, ette osservansi in 
taluni antichi manoscritti. 

Ma le riccrdie anche oziose de’ grandi uomini 
rare volte rimangono a dirittura sterili ; e quelle de’ 
Pitagorici , di cui abbiamo finora detto , sommini- 
strarono ampia materia a’ problemi aritmetici : ed 
anche la Geometria ne risentì grandissimi vantaggi ; 
poiché la ricerca di due numeri quadrati da' quali 
insieme presi risultasse anche un quadrato , diede 
occasione , e fu 1’ origine della celeberrima proprietà 
del triangolo rettangolo , che jierò essa ritiene an- 
cora il nome di Pitagora al quale è dovuta. 

Intanto è da credersi , clic la parte aritmetica 
di pura calcolazione non fosse stata in quella scuo- 
la interamente trascurata , se riguardisi a’ progressi , 
che le scienze cui essa è ausil laria lecero nella scuo- 
la di Platone , ed allo stato dell' Astronomia a que' 
tempi ; e più di tutto al grado cui essa era jier- 
venuta a' tempi di Archimede e di Eratostene 5 : 


* de Geometria. 

* Archimede diede un esempio mirabilissimo delta 
virtù dell' Aritmetica a' suoi tempi, nella dittici! ricerca del- 
la quadratura del cerchio; e di Eratostene abbiamo ancora 
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giacchi' in genere di scienze , e particolarmente per 
le cosi dette esatte , le nuove scoperte sono sem- 
pre figlie di una genesi progressiva , che però , co- 
me altra volta dissi * , è impossibile il conoscere la 
prima origine di esse . Finalmente argomentando 
sempre de’ progressi dell’ Aritmetica dagli usi cui es- 
sa veniva adattata , sarebbero mancati ad Ij parco 
e Tolomeo i mezzi per le loro scoperte in Astrono- 
mia ; nè questi avrebbe [«liuto calcolar , come fece, 
le sue famose tavole delle corde degli archi di cer- 
chio , che dovevano jkiì essere il fondamento della 
Trigonometria , della Geodesia , e dell’ Astronomia. 

Questi progressi successivi dell’ Aritmetica do- 
vettero insensibilmente condurre a ricerche generali 
su i numeri : uè i libri vii. viti, e ». di Euclide 
dobbiamo altrimenti considerare aver ricevuta la lo- 
ro origine ; nè a quell’ epoca sì gloriosa per le Ma- 
tematiche dobbiamo credere , che que' nostri mae- 
stri si fossero introdotti allo studio elementare di 
tali scienze , senza che ve ne fosse bisogno. Ma pu- 
re queste loro considerazioni erano ben diverse da 
quelle altre, che si dovettero fare in seguito perla 
soluzione de’ problemi aritmetici , e che costituiro- 
no poco a poco una nuova scienza di calcolo , che 
prese poi il nome di Algebra. 

L’ origine dell’ Algebra ci è ugualmente oscu- 


li metodo indiretto per rinvenire i numeri primi , co no- 
ie luto col nome di cribro di Eratoslcne. 

4 Nel dùcono preliminare agli Elementi di Euclide. 
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rii clic quella di tutte le scienze umane ; e la pri- 
ma opera che di essa abbiamo per mano di Dio- 
fànto la mostra già abbastanza avanzala , senza che 
solessimo i gradi di conoscenza in essa che si era- 
no prima sormontati , per giugnere a quel segno . 
£ possiamo solamente stabilire , il che ci servirà in 
appresso , che all’ cjxjca di Diofanto già si erano in- 
trodotte le particolari maniere per esprimere le po- 
tenze ; e si marcava con un segno la sottrazione : 
e che ne’ suoi libri A rithmelicorum si scorge cvi- 
denteineute il maneggio delle equazioni di secondo 
grado . E veramente stata una gran perdita per la 
scienza quella di alcuni di tali libri di questo ma- 
tematico di Alessandria 1 , c di un’ altra opera sul- 
la pratica dell’ Aritmetica , di cui parla Teonc 5 6 : 
|>oicliè da esse non solamente altro numero di mag- 
giori cognizioni si sarebbe raccolto ; ma avremmo 
ancora tratto gran lume per la storia di questa scien- 
za, di cui , dopo Diofanto , altro uou abbiamo nella 
scuola greca di Alessandria , che poco dopo tini con 
la distruzioni! della celebre Biblioteca , in cui la po- 
tenza di tanti re coltivatori delle scienze aveva rar- 
colto U bore del greco sapere. 

Passate le scienze da' greci -iusicme colla domi- 
nazione in mano degli arabi ; questi fecero tutti i 

5 L' epoca io cui viste Diofanto , secondo argomen- 
ta il Rachelo , nella lettera premessa alla versione ch'e- 
gli diede de' sei primi libri superstiti di quel matemati- 
co Greco , può fissarsi all' incirca il terzo secolo della 
nostra Era. 

* Commuti, in Almtìg. Lib. v. 


Digitized by Google 



all' analisi a LG runici 


XXV 


loro sfòrzi per rimediare al mal fatto , traduceudo , 
contentando , e riproducendo ciò che de’ greci mae- 
stri fi» loro possibile di raccogliere ; e l’Aritmetica, 
e la Geometria fu da essi grandemente coltivata e 
promossa . 

Per la prima di tali scienze n’ è irrefragabile 
testimonio l’ ingegnoso sistema di numerazione die 
noi usiamo , e che da loro abbiamo tratto ; quan- 
tunque solide ragioni somministrateci dagli stessi au- 
tori arabi d facciano credere , averlo essi ricavato 
dagl’ indiani . E che presso di questi fosse già mol- 
to in là una tale scienza lo mostra chiaramenti- 
la dimanda fatta da Sessa figlio di Daher, inventore 
dd giuoco degli scacchi, ad un re indiano cui lo 
presentò , dalla quale si rileva , che già la dottrina 
delle progressioui geometriche era molto avanzata 
Ma usciamo una volta da questo denso bujo , die 
la storia ddl’ Aritmetica e dell’ Algebra presso le an- 
tiche nazioni Indiana, Greca cd Araba ri presenta , 
e cerchiamo piò chiaro giorno in tempi a noi più 
prossimi, e die maggiormente debbono interessarci , 
passando a quell’ epoca in cui dagli arabi fu traspor- 
tata tale scienza nelle nostre regioni, dalla quale de- 
finitivamente intendiamo cominciare questo saggio 
storico dell’ Algebra. 

Le scienze cominciando a risorgere in Italia do- 
po il Mille , annunziarono fin dal principio quel- 
lo clic esse diverrebbero in seguito in mano di 


’ leggasi la noria di questa invenzione nel voi. i. 
pag. 3Ho odia, a della Uni da Math. del Molimela: 
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una nazione di uomini dotati di fervido indegno , 
e di grandissimo desiderio di far nuovamente riful- 
gere la loro antica grandezza . Lionardo denomina- 
to Bonacci dal nome del padre , e più comunemen- 
te cognominato Pisano dalla sua patria, al cominciar 
del sui 0 secolo * , di ritorno dalle sue peregrinazioni 
in Oriente , ove aveva appresa 1’ arte dell’ Algebra, 
ne diifusc la dottrina in Italia, c rese pubblico il suo 
libro di Aritmetica, ove giunse fino al maneggio del- 
le equazioni dì primo c secondo grado. Nè certamente 
altri prima di lui aveva ciò fatto , come con tanti 
forse, preso da amor nazionale , ha stiracchiando opi- 
nato il celebre Ab. Andres, pretendendo che prima di 
Lionardo si fosse adoperato a farla conoscere nelle 
Spagne un tal Giuseppe, detto Spagli uolo dal no- 
me di sua nazione 9 . Posteriormente nel xiv° secolo 
Guglielmo di Lunis, e poi Rafaele Canacci dell’ 
Algebra pur trattarono, F mio trasportando dall’ ara- 


* L’ Abaco di Lionardo cominciò a renderli comune 
per l' Italia fin dal noi.— Costali — Origine, traspor- 
lo in Italia re. dell’ Algebra. t.I. o. t. J. 4, e c.vi. J. 8. 

9 Prima dell’ Ab. Andrei, il francete Gua-dc-Malvei, 
per un istinto anti-italiano , aveva aisevcrantemente pro- 
nunziato ebe : Ics araba , et la maures avoient appor- 
tila dans f £ Spagne , et qui de-la »' itoirnt répanduet 
dans tout le. reste de f Europe (le regole dell' Algebra) ; 
soggiugqendo poi in una nota , che ; je lati n/ammonis 
que quelques auteurs iUslìent , trap jaloux prut-etre de 
la gioire de leur nailon , ont pretenda que Léonard de . 
Pisa avoit été s instruir e dans l' Arabie mime , et qu' il 
en avoit apporté immédialcment en Italie f Arilhmélique et 
C Algébre. Celle opinion est sur lout fondéc sur f auto- 
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bico in volgar lingua un trattalo anonimo conosciuto 
col nome di Regola cT Algebra , c 1’ altro pub- 
blicando un suo comcntario sul medesimo . Ed a 
quell’ epoca , o poco appresso altri trattati di tale 
scienza tradotti dall’ arabo , o composti da italia- 
ni si videro comparire , tra’ quali si trova fatta 
menzione da’ nostri scrittori di storia matematica 
di quello di Moamad bcn-Musa , c dell’ altro di 
Paolo de’ Dagomari di Prato , soprannominato , 
per la sua eccellenza nell’ Aritmetica , Paolo del- 
f Abaco . Al principiar del secolo xv° , e nel cor- 
so di esso queste dottrine germogliarono grandemen- 
te , ed in tutti i luoghi d’ Italia coltivavaronsi col 
nome di Arte Maggiore , ovvero Regola della co- 
sa , dell' Algebra ed Almucabala '°, come ne fa 
testimonianza il famoso Luca Paccioli , detto Luca 
deBurgo da Borgo S. Sepolcro sua {ratria, nel tratta- 
to I. della Distinzione v. della sua Stimma de A- 
ritmetica , Geometria , ec. Di fatti dalla scuola di 
Frate Luca , c da altre che ve n’ erano allora, gran 
numero di coltivatori di questa nuova scienza si vi- 
dero sorgere ; ond’ è che finalmente resa essa pres- 
so gli italiani comune , passi) ad altre nazioni di Eu- 
ropa , serbando però sempre f impronta di questo 

ri'// de Tartaglia. Ma noi non staremo a perder tempo in 
rispondere atte gratuite asserzioni del Gua-de-Mals-es , 
delle quali ha fatto ù poco conto anche il Montitela , clic 
non ne fa nè pur menzione. 

1 ° Veggasi cima l'originai lignificato, ed ufficio di àl- 
gebra il Cap. u. dell’ opera del Cossali . Origine , tra- 
sporto ec. 
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500 luogo materno , ove era stata grandemente fe- 
condata . 

L’ opera suddetta dì Frate Loca è distinta in 
due parti , nell' una delle quali ei tratta di Aritme- 
tica , o piuttosto dobbiam dire dell' àlgebra ed Al- 
muc abaia , nell’ altra di Geometria . E nella prr 
ma di queste, che cade sotto le nostre presenti con- 
siderazioni , convien notare, die Fra Luca aggiun- 
se alle ricerche degli algebristi anteriori a lui la so- 
luzione di tutte le derivative del secondo grado che 
chiama proporzionali : e ciò mostra con quanta leg- 
gerezza il dottissimo Montucla " , e piò di lui an- 
cora il Bossut abbian giudicato di questo nostro il- 
lustre italiano , senza nè men darsi la [iena di ri- 
scontrarlo. Nè queste cose pur furono sue invenzio- 
ni ; ma , coni’ ei stesso lo accenna , cren già cono- 
sciute e praticate : egli però estese c generalizzò la 
regola fino a lui conosciuta solamente per le deriva- 
tive di quarto e di sesto grado . E tentò pure con 
buon successo , o almeno perfezionò 1’ estrazione 
della radice dalle quantità binomie prese nello stret- 
to k>r senso " . Le quantità irrazionali eran dun- 
que a quell’ epoca già conosciute ed in uso nell’ A- 
nalisi algebrica ; ma di ciò diremo più specialmente 
in appresso . 

Le lòtiche di tanti italiani illustri prepararono 
all' Algebra nuovi progressi ed importanti nel xvi° 


* 1 Costali - Origine , trasporto in Italia ec. , dell 1 
Algebra Voi. I. pag. j3i. 

•» Costali open cit. Voi. I. p»g. 339 e trg. 
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secolo, in cui Tartaglia, Cardano, Scipione del Fer- 
ro e Bombelli diedero fuori le loro regole per lo 
scioglimento delle equazioni di terzo c di quarto gra- 
do ; sul quale argomento conviene qui alquanto fer- 
marci , e tesserne brevemente la storia , accennan- 
do di passaggio le contese che vi ebher luogo . E 
prima di ogni altra cosa conviene far osservare, die 
fino al Cardano ignota era rimasta la soluzione del- 
le equazioni dd secondo grado, in cui tuli’ i termi- 
ni ridotti al primo membro erano positivi , c die 
in generale non si conobbe 1’ uso delle radia negati- 
ve ; di tal che queste restavano abbandonate nella so- 
luzione de' problemi , come se nulla da esse {«tesse 
Ottenersi. Al Cardano è pur dovuta la conoscenza di 
più valori per l’ incognita nelle equazioni composte, 
e la loro distinzione in veri e falsi : denomina- 
zione che fino al Vieta trovasi esclusivamente ado- 
perata , c che ora ancora suol talvolta adoperarsi , 
usandosi più comunemente 1’ altra di valori o ra- 
dia positive e negative ; e di ciò conviene lo stesso 
Montucla * J . Ed il Cardano equivocò solamente nel 
creder le radia negative impossibili : ma 1’ ho già 
tante volte detto , le scienze hanno una genesi pro- 
gressiva , e quella della natura delle equazioni non 
era giunta a maturità a’ tempi di Cardano , fino al- 
la quale epoca non trattando 1' Algebra che puri 
problemi su numeri , 1’ era ben difficile il rilevarsi 
da' risultamenli di questi I’ uso delle radici negative. 


” Vedi I ' Hist. des Malli. P»n. in. Lib. ni. psg. 
595 «di*. 1 . 
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Ed in qualche caso delle equazioni di terzo grado 
mostrò anche di aver conoscenza delle radici uguali. 
Appartengono eziandio al Cardano diversi teoremi fon- 
damentali intorno la teorica delle equazioni , come 
sarà più specialmente indicato nelle Note in fine del 
presente volume 

Fu pur nota al Cardano la trasformazione del- 
le equazioni, dal Gua-de-Malvcs a torto attribuita al 
Vieta suo com|iatriota , la ricerca per approssimazio- 
ne delle radici razionali, dal Montucla attribuita an- 
cora al Vieta ; e ’l metodo di liberare un' equazio- 
ne del secondo termine , che fin dal i54i fu ac- 
cennato dal Tartaglia , si vide poi nel 1 545 ridot- 
to a regola ed esposto a pubblica luce dal Carda- 
no nella sua Ars Maglia : c 1’ attribuir pure al 
Vieta la gloria di questa imjiortantc invenzione , è 
come il supporre , che Tartaglia non fosse stato 
colui che avesse data la soluzione delle equazioni 
del terzo grado, che jioi il Cardano espose c pubblicò. 

Di quanta importanza sicno state tutte le fin 
qui dette invenzioni può giudicarne ognuno, che sia 
per poco versato nelle ricerche sulle equazioni nu- 
meriche : cd accrescerà la sorpresa il pensare , che 
esse siensi fatte per pure considerazioni astratte ; giac- 
che 1’ Algebra a quell’ epoca era ancor priva di quel- 
la veste simbolica tanto ad essa necessaria per facili- 
tarne le calcolazioni generali, e le ricerche sulle me- 
desime ; quantunque però dell’ introduzione delle let- 


■ * Per tutte le anzidetto invenzioni riguardanti la teo- 
rica delle equazioni, veggasi Ir Piota alla pag.3.Jy * seg- 
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tere j>er simboli in essa già qualche rastro se ne rav- 
visasse presso Diofuuto , e che Fra Luca , Tartaglia 
e Cardano avessero cominciato un poco ad estendere ,s ; 
ma non era ancora giunta 1’ epoca che ciò venisse ri- 
dotto a perfezione. 

Scipione del Ferro , al dir di Credano fu 
il primo , che dando un passo più in là degli al- 
tri italiani die lo avevano preceduto, rinvenne la so- 
luzione di un caso particolare delle equazioni del 
terzo grado, quello , cioè , che secondo la nostra ma- 
niera sarebbe espresso da x ì -j- px = q , c che col 
linguaggio di allora si sarebbe detto capitolo di co- 
sa e cubo eguale a numero , dinotando x la co- 
sa , cioè: 1’ incognita del problema , x' il cubo di 
essa , e q il numero. Ei palesò questo suo ritrova- 
to al suo discepolo Maria Antonio del Fiore , e que- 
sti con la sua iattanza per tal jkisscsso spinse Ni- 
cola Tartaglia Bresciano , uomo dotato di grandi co- 
gnizioni , e di profondo ingegno , ma irritabile all’ 
eccesso , e vanaglorioso , a ricercar la soluzione ge- 
nerale delle equazioni di terzo grado , nel che rie- 
sci felicemente ; sicché la scienza resto, per le loro 
illustri contese grandemente aumentata . Superbo il 
Tartaglia del suo ritrovato , che di gran lunga su- 
perava il metodo posseduto da del Fiore , gli pro- 
pose la solenne disfida di doversi scambievolmente 


* * Surnma de Arii. pag. 83-84 - General Trattato 
di num. e rati. p«rt. u. lib. vii. pag. 109 — Ars Magna 
C*p. xixi., e Cap. x*. de Reg. Alita. 

'* et et Magna Lib. 1 . 
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proporre trent i quistioni , « ptto che colui il quale 
ne avrebbe risoluto il più gran numero avrebbe gua- 
dagnala la disfida , clic consisteva in un pranzo per 
ciascuna quistione ; il che mostra che Tartaglia non 
era solamente dedito alle meditazioni scientifiche ; 
ma amava pure la buona tavola . La disfida ebbe 
luogo ; e siccome il del Fiore non jtossedeva il me- 
todo pr tutti i casi della soluzione generale delle e- 
q nazioni di terzo grado , e che il Tartaglia ebbe 
I’ accortezza di far cadere tutte le quistioni da lui 
proposte ne' casi non conosciuti dal suo rivale , co- 
si questo nessuna ne potè risolvere ; mentre al con- 
trario tutte quelle da lui proposte furono, nel brevis- 
simo intervallo di poche ore , risolute dal Tartaglia. 

Questi però custodi con gran secreto la sua 
invenzione , che desiderava com’ ci stesso dice , 
perfezionare , c pubblicare , quando gli sarebbe tor- 
nato a comodo ; ma essendosi fatto persuadere dal- 
le replicate preghiere del Cardano , non senza molti 
giuramenti , che non 1’ avrebbe ad altri fetta cono- 
scere , e molto meno resa pubblica in alcuna sua 
opera , s’ indusse finalmente a comunicargli un ca- 
pìtolo in cattiva rima , nel quale egli aveva com- 
presa tal regola, per poterla cosi più fàcilmente rite- 
nere a memoria . Ma Cardano mancando al ptto 
giurato diede fuori , dopo poco temp , questa ge- 
nerai soluzione delle equazioni del terzo grado , a- 
vcndola resa pubblica nella sua Ars Magna nel 
i54 5 ond' è che gli analisti posteriori, grati per 

'! Chi è curiose di couosccrc li conversazione avu- 
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tal riguardo piu al Girdano , clic al Tartaglia, l'han- 
no sempre poi denominata formolo. Cardanica , seb- 
bene a rigore dovrebbe dirsi Tartagliano . 

Non è però che Cardano avesse lasciato que- 
sto argomento senza aggiugnervi qualche cosa del 
suo ; mentre a lui dobbiamo la conoscenza del ca- 
so irriducibile delle equazioni del terzo grado ; il 
risolvimento di talune equazioni cubiche che cade- 
vano in questo caso ; ed i primi tentativi per ve- 
dere se con altro metodo di risoluzione potesse e- 
vitarsi siffatto sconcio : ma era riserbato al Bomba- 
li il dimostrare , che le radici delle equazioni cu- 
biche per tal caso fossero tutte reali , e’1 modo da 
convertircele . E queste ricerche dimostrano , che 
delle radici da noi dette immaginarie , si aveva già 
conoscenza in Algebra a' tempi di Cardano 18 . Da- 
to il passo della risoluzione delie equazioni del ter- 
zo grado , fu esso a poca distanza di tempo se- 
guito dallo scioglimento di quelle del quarto , per 
opera di Luigi Ferrari discepolo del Cardano ; c 
quest’ altra importante scoperta fu pure il risultamcn- 
to di un problema proposto a disfida da un tal Gio- 
vanni Cella. Ecco quali debbono essere le questio- 
ni tra’ dotti : quelle cioè che tendono ali’ aumento 


ta tra ’l Tartaglia e T Cardano, il Capitolo del Tartaglia, 
e le doglianze di costui per aver saputo che Cardano 
stava per pubblicare la sua invenzione , potrà leggere 
la storia premessa dallo stesso Tartaglia a' suoi Quesiti 
XZXtv e xxxv. 

•* Vegg. a tal proposito la Nota alla pag.34g t teg. 
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della scienza , e non le comuni oggigiorno dirette 
ni discredilo vicendevole de’ contendenti, e dalle qua- 
li il pubblico imparziale , che per nulla coirà ne’ 
fatti di ciascheduno , uè tampoco sentisi animato 
dalla bile die gli agita , nuli' altro può trarre di be- 
ne clic il discredito delle due parti. 

Tutte queste grandi ricerche fatte dagl’ italiani 
mostrano abbastanza a chiunque , eli’ essi dovette- 
ro conoscere il calcolo delle quantità irrazionali , sen- 
za del quale non mai tanto addentro avrebbero po- 
tuto penetrare nella natura delle equazioni compo- 
ste , nel maneggio di esse , e nella natura delle lo- 
ro radici. E ciò sarebbe stato sulliciente a far ac- 
corto il Gua-de-Malves a non pronunziare con tan- 
ta asseveranza, che nell’Algebra del Boni belli , la 
quale uscì alla luce ad uso delle scuole d’ Italia nel 
1089 •», e die è il primo trattato di tal genere 
clic si abbia , siasi veduto la prima volta compari- 
re il calcolo de’ radicali. E ’I Montucla, nè men fa- 
cendo a ciò attenzione, ba ripetuto lo stesso errore 
del suo compatriota, quantunque egli, che da se me- 
desimo ci si annunzia come ardente cd esatto ricer- 
catore e scrutatore delle opere degli italiani , non 
avrebbe dovuto ignorare , che Lionardo Pisano già 
quattro secoli prima del Bombelii , nel xiv°. Capi- 
tolo del suo Abaco manoscritto , trattò il calcolo 
de’ radicali semplici e composti ; che Frate Luca 
v’ impiegò i Trattali il e ili della Distinzione vi», 
della sua Summa de Aritmetica , etc. ; che Tar- 


■» ,5-1 secondo Conati p«g. 60. Vol.l. 
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taglia ne trattò anche a disteso ne’Libri ni. v. x. ed 
xi. della Parte», del suo General Trattato dipe- 
si e misure \ e finalmente che Cardano se ne oc- 
cupò pure diffusamente nella sua Ars Magna Arith- 
meticae. E fin delle radici universali , conosciute 
da Fra Luca sotto il noine di legate , e così pur 
chiamate dal Tartaglia e dal Cardano , avevan pri- 
ma quello , ed indi questi altri trattato. 

V opera del Bombclli di cui poc’ anzi abbiamo 
fatta menzione , oltre le regole di Algebra degli a- 
rabi , contiene tutte le ricerche dd Cardano, e quel- 
le del Ferrari intorno la soluzione delle equazioni di 
terzo e quarto grado e quaut' altro ri era scoperto 
su questo argomento, fino all’ epoca in cui egli pub- 
blicò tal suo libro. Di tal che da esso c fàcile giu- 
dicare , die in meno di mezzo secolo la scienza 
algebrica fece in Italia i più grandi progressi , es- 
sendosi compiuta la soluzione delle equazioni di ter- 
zo e quarto grado , vale a dire fatto quanto era pos- 
sibile per la soluzione compiuta delle equazioni nu- 
meriche ; gittate le fondamenta della teorica genera- 
le delle equazioni, cou le tante verità intorno la na- 
tura delle loro radici ritrovate dal Cardano : ed es- 
sersi in somma ridotta questa a tale stato , da poter 
le ricerche ulteriori die la riguardano esser fàcilmen- 
te condotte innanzi da altri. Il Bombelli , come si 
è detto , terminò le ricerdie sul caso irriducibile , 
e diede una compiuta calcolazione de’ radicali im- 
maginar) *°. 


*• Vtggati la usta al §. 3g5 io fine del volume. 
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La prossimità di territorio , le continue incur- 
sioni che i francesi facevano in diversi luoghi d’ I- 
talia , de’ quali tennero per qualche tempo la domi- 
nazione ; il commerciar con gl’ italiani , c 1’ influen- 
za religiosa che attivamente a quell’ e(ioca usava la 
Corte di Roma sulla Francia , a motivo di sostener- 
vi o restaurarvi la purità della credenza , fecero sì 
clic le scienze presso noi cominciate a rinascere , e 
con buon successo coltivate, ivi prima di ogni altro 
luogo si trapiantassero con buon successo . France- 
sco Vieta " dotato di moltissima penetrazione d' in- 
gegno , di grande attitudine al travaglio , e di una 
solida istruzione , a malgrado la sua carriera politi- 
ca , e le sue occupazioni d' impiego , trovi) il tem- 
ilo di coltivar le Matematiche , alle quali fu utilis- 
simo. Lasciando da parte le sue ricerche geometri- 
che e trigonometriche , che non è questo il luogo 
di trattarne , 1’ Analisi moderna gli dee 1’ uso gene- 
rale delle lettere per dinotar le quantità ne" proble- 
mi aritmetici , passo importantissimo pe’ progressi 
ulteriori di questa scienza , die prese da lui in poi 
il nome di speciosa , o simbolica , distinguendosi 
interamente dall’ antica, che tutta la forma aveva con- 
servata della volgare Aritmetica. Ripigliò egli pure, 
ed estese la dottrina delle trasformazioni delle equa- 
zioni già introdotta dal Cardano " , come si è di 
sopra accennato ; e quindi stabili le regole per la 


" Nato in FonUniai nel Poitou verso il i54 u iemoi- 
to in Parigi nel i6o3. 

*’ Veg. il trattalo De emendationc acquntiomtm. 
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preparazione delle equazioni , eli’ è il fondamen- 
to del maneggio di esse : ma non bisogna attribuir- 
gli , come fa il Montuela , per nuova maniera la 
forinola eh’ egli esibì per la risoluzione delle equa- 
zioni del terzo grado, essendo questa, come mostre- 
remo a suo luogo, una facil riduzione della manie- 
ra Cardanica ” : e simile al metodo del Ferrari , 
ed in ciò conviene lo stesso Montuela, fu quello eli’ 
egli propose per io scioglimento delle equazioni del 
quarto grado. Aggiunse ancora a queste ricerche i 
tentativi pel maneggio delle equazioni di tutti i gra- 
di, eli’ egli espose nel suo trattato : De numerosa po- 
testà) um resolutione, i quali non hanno altro meri- 
to , che di aver spinto in seguito altri analisti a 
tentare con maggior successo lo stesso argomento . 
Qual parte abbia poi egli avuta nell’ inqiortantissi- 
no uflàrc dell’ applicazione dell’ Algebra alla Geome- 
tria , non è questo il luogo di dire , riserbandoci a 
parlarne nell’ introduzione al Trattato che su tale 
argomento abbiamo promesso , compiendo così se- 
paratamente , e ne’ luoghi a proposito brevi saggi ’ 
sulla storia delle Matematiche , dall’ insieme de’ qua- 
li potrà risultar quello per questa scienza in intero. 

All’ incirca i tempi del Vieta Guglielmo Oug- 
thred ’ 4 trattava in Inghilterra alcune delle stesse ricer- 
che , tal che la formazione delle potenze, le formolc 
per le sezioni angolari , 1’ analisi applicata a’ proble- 


11 Nota al 5. 3§4 io fine del volume. 
Nato nel 1^73, morto nel 1660. 
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ini geometrici, la costruzione delle equazioni, eie. 
ma le sue investigazioni imo. oltrepassano i limiti 
elementari , uè eccedono quelli già seguati dall’ ana- 
lista francese , quantunque non fossero prive di ine- 
rito , ed utili a’ progressi della Scienza, la qual co- 
sa le lece , per alcun tempo , riguardar come clas- 
siche nelle Università d’ Inghilterra , e fece più vol- 
te ristampare , dopo la morte dell’ autore , i suoi 
Opuscula. 

A questa stessa epoca 1’ Inghilterra vedeva sor- 
gere nel suo seno un uomo di un inerito distintis- 
simo , elio preparava nuovi aumenti ed assai imjior- 
tauti alla Scienza algebrica , era questi Tommaso 
Harriot ,s , cui essa dee principalmente 1’ inqwirtante 
scoperta della natura c della formazione delle equa- 
zioni abbozzata dagli analisti precedenti , e ehe dee 
riguardarsi come la pietra fondamentale di quel va- 
sto edilizio , clic su questo importante argomento do- 
veva elevarsi dagli analisti posteriori lino a’ nostri 
tempi. Ma si fià Ito suo importante ritrovalo non vi- 
de la luce , che dicci anni ilojx) la di lui morte , 
nell opera pubblicati in Londra nel 1 63 1 col tito- 
lo di a I rtis analyticae prcixis. Fu questo analista 
il primo a considerar le equazioni trasportandone tut- 
t’ i termini nel primo membro , c quindi come ridot- 
te a zero , la qual forma è quella adatti a farne 
meglio conoscere le radici , o i fattori coimnensu- 


' J Vcgg. la «uà Ctavis Geometrica , e gli Opuscula. 
* 6 Sialo io Oxford nel i56o. 
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rabili *»; ma egli non giuiLsc a vedere tutto il van- 
taggio che poteri trarre da tal cambiamento di for- 
ma da lui attribuito alle equazioni, e non servirse- 
ne che in qualche caso solamente. È però da questa 
considerazione eh’ ei trasse l’altra di veder, che un’ 
equazione composta ridotta a zero doveva risultare 
dai prodotto di tanti fattori semplici ridotti ognuno 
a zero , quante erano le unità comprese nel grado 
di quell’ equazione *' , scoperta che illustra grande- 
mente il nome dell’ Harriot , e che rischiarò la na- 
tura de’ problemi rendendola connessa con la loro c- 
quazione caratteristica. Come dunque jiotrà poi do- 
lio ciò, di cui conviene il Monlucla , sostener contro 
del Wallis , che 1’ Harriot non avesse conosciuto le 
radici negative de’ problemi , considerandole come di 
nessun conto : nè le ragioni ch’egli adduce in soste- 
gno della sua opinione ’* sembrano abbastanza valide. 

Da queste dottrine dell' Harriot einanarano 
come immediate conseguenze , che ogni equazione 
di grado impari dovesse avere almeno una sola ra- 
dice reale ; che le radici immaginarie dovevano 
sempre combinarsi a paja a paja , ed esser di forma 
determinata ; che i coefficienti de’ termini di un’ c- 
quazione dovevano corajiorsi con uua legge costante 


*7 Di ciò non mancava qualche esempio presso il Car- 
dano ; sicché all’ Ougthrcd decsi di averne generalizzato 
1’ uso . 

*’ Il Cardano aveva già ciò detto per le equazioni 
di terzo grado ( Feg . la Nota in fine del voi. pag.3fo) 
’* Uìst. det Math. Pari, iv, tib. U. pag. ioj ediz. a. 
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dallo sue radici ; e se queste orano reali una legge 
costante doveva anche regolarne i segni . Finalmente 
che ciascuna radice di un' equazione doveva essere 
esatto divisore dell’ ultimo termine di essa. 

L’ Ilarriot introdusse audio I’ uso delle lettere 
piccole per dinotar le grandezze in Algebra , inve- 
ce delle grandi che prima ado|>cravausi ; ma se con- 
siderisi ciò che precedentemente da noi si è detto, 
si troverà , die con soverchia parzialità nazionale il 
Waliis gli abbia attribuito il metodo delle trasfor- 
uiazioni ddle equazioni, jicr liberarle dal secondo ter- 
mine, o da’ fratti, o dagli irrazionali ; la conoscen- 
za delle tre radici reali nd caso irriducibile , ed 
altre ricerche delle quali è anche più ovvio che si 
debbo la conoscenza agl’ italiani. 

L’ Olanda volle aneli’ essa contribuire In sua 
jiartc alle ricerche sulle equazioni numeriche , ed il 
suo cittadino Alberto Girard diede una più chiara 
nozione delle radici negative , nel libro intitolalo 
inventimi nouvelle en Algebre pubblicato nel iti "9: 
dimostrò pure, che nelle equazioni cubiche compre- 
se ned caso irriducibile , dovevano necessariamente 
esservi due radici positive ed una negativa, o al con- 
trario , e stabili in tale opera alcune altre dottrine, 
clic appartenendo alla Geometria analitica , non è 
questo il luogo di jiarlarnc. 

ISò tampoco possiamo qui lare quella menzio- 
ne onorifica che si converrebbe di imo de" più gran- 
di uomini eli’ ebbi- la Francia a quest’ epoca, ed al 
liliale le Matematiche debbono moltissimo, iulcudium 
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dire del Cartesio poiché le più grandi sue inven- 
zioni riguardano la Geometria analitica. Non è pe- 
rò che f Analisi pura non gii debba anche tanto da 
renderlo degno di aver qui -un posto distinto. Egli di 
fatti fu il primo ad introdurre 1’ uso di scrivere le po- 
tenze co’ loro esponenti numerici , maniera di gran- 
dissima abbreviazione e comoditi nel calcolo algebri- 
co; espose la natura e l’uso delle radici negative , e gli 
diede rango ne’ problemi geometrici ed aritmetici ; 
considerò le quantità negative , come uno stato con- 
trario alle positive ; ed aggiunse alle ricerche fette 
dall’ Harriot la bellissima regola di conoscere a col- 
po d’ occhio in un’ equazione quante potessero es- 
sere le radici positive e quante le negative . Final- 
mente introdusse nell’ Analisi moderna il metodo de’ 
coefficienti indeterminati , che di tonto vantaggio 
1’ è stato in seguito. Ma noi ritorneremo , come ho 
detto, a parlare altrove , e con la dovuta lode , di 
questo genio delle Matematiche per la Francia. 

Un altro illustre matematico ci si presenta con- 
temporaneo del Cartesio , che si distinse non sola- 
mente nelle ricerche geometriche ; ma ancora in quel- 
le di Analisi pura : è questi Pietro Fermai Le sue 
ricerche di Analisi pura , che sono le sole delle quali 
ci convenga far parola, consistono nella risoluzione di 
ciò eh’ egli chiama uguaglianze doppie , triple , ec. 
cioè delle equazioni a due , tre o piu incognite cor- 

J * Nativo di Turena , mori in Parigi nel «65o in 
età di 54 *»»>• 

” Nato in Tolow al cominciar del jecolo xvu. 
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rispondenti a’ problemi determinati -, e quindi per 
questa parte conviene considerarlo come il primo ad 
esporre un metodo generale j»cr le eliminazioni , 
eli’ egli applicò all’ importante problema di liberare 
un’ equazione da qualunque irrazionalità , o asim- 
metria , come allora costumavasi dire. Le sue Olie- 
re sono piene di problemi aritmetici assai diflìedi , 
da lui elegantemente risoluti ; ed è fuor di dubbio , 
clic messa da parte la felice apriamone dell' Algebra 
alla Geometria , latta dal Cartesio , egli poteva stare 
allo stesso rango con questo , col quale si misurò 
in più rincontii , ed entrò diverse volte in disputa. 

La strettezza de’ limiti di questo brave saggio 
storico premesso ad un libro elementare , c’ imjiedi- 
scc di ikr qui menzione di molti , ebe coltivarono 
con successo la scienza dell’ Algebra nel xvu” seco- 
lo , nell’ Olanda , in Francia , in Inghilterra , nella 
Germania, nella Danimarca, nelle Spagne, ed in Ita- 
lia , ebe lungo sarei die 1’ enumerarli tutti , ed odio- 
so il tralasciarne alcuuo ; e starà bene che dii sia cu- 
rioso di conoscerne i nomi e le opere legga il Mon- 
tucla , nella parte iv. lib. II. della sua Storia delle 
Matematiche , verso la fine. Nè jioi queste tali ope- 
re entrano veramente a parte degli aumenti c de’ 
progressi dell’ Algebra , come quelle di cui preceden- 
temente abbiamo parlato, e le altre di cui passeremo 
a ragionare. 

La principale tra queste è 1’ Arithmelica V- 
jiiversalis dal Newton composta , ad uso delle 
sue lezioni nellu Cattedra di Matematiche , che ten- 
ne nell’ Università di Cambridge, cedutagli dal suo 
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illaidirò Bìutow ”, della quale istituzione scrvivansi 
già ili Inghilterra nelle scuole da treni’ anni , sen- 
za che alcuno prima del 1 707 avesse pensato a ren- 
derla puLblica , come avvenne a quest’ epoca , in- 
sciente 1’ autore, e inai soffrendo egli, che venisse 
stampato un trattato che aveva composto a solo uso 
di servire d’ instruzionc privata a’ suoi giovani . Il 
pubblico però avendolo bene accolto , come con- 
veniva ed al nome dell’ autore , ed al merito reale 
di i sso , non fu il Newton in seguito scontento di 
tal pubblicazione ; di tal che nd riprodursi in Lon- 
dra nel 1733 , dee supporsi ,- quantunque non vi si 
dica , che dovè porvi la sua mano iu perfezionarlo, 
se riguardisi gii aumenti inqrartanti , e le correzioni 
fattevi , die non possono ad altro , che a lui , at- 
tribuirsi. 

Una tale opera è distinta in due parti , delle qua- 
li una appartenendo all’ applicazione dell’ Algebra al- 
la Geometria , non c questo il luogo di parlarne . 
Diremo dunque solamente , per quello che riguarda 
1 ’ Analisi pura, eh’ essa è condotta con quella sem- 
plicità , ed unità di metodo, che annunzia la som- 
ma perizia dell - autore . Le nozioni principali c le 
più elementari vi sono espresse ara chiarezza , ed 
in un modo da lai- sempre procedere parallelamente 
f Aritmetica volgare e la speciosa ; c da far cono- 
scere ad evidenza in che differiscasi 1' una dall’ altra. 


’* Uua tal cattedra, perchè fondata dal Lucas , chia- 
ma vasi Lucasiana , e professore Lucasiano quello ette la 
sosteneva. 
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Vi è inoltre recato il metodo della riduzione 
de' radicali a radicali più semplici per f estrazio- 
ne di radice ; trattata la dottrina delle eliminazio- 
ni con 1’ applicazione di essa a liberar da radicali 
un’ equazione ; ed esposto il metodo delta risoluzio- 
ne de’ problemi, con talune regole 'a proposito per 
ottener 1’ equazione ad essi la più semplice , e quin- 
di la più adatta all’ eleganza della soluzione. 

Gli esempj, e le quistioni che vi si recano, so- 
no scelti in modo , da non solamente rischiarar le 
dottrine stabilite , e che con essi si vedevano illu- 
strare ; ma ancora da dar luogo a nuovi avverti- 
menti o precetti. In somma questo libro , oltre al- 
1’ aver data la prima spinta a trattare con miglior 
metodo e maggior estensione l’ Algebra , non ostan- 
te i progressi di questa, ed i molti libri d’ instituzione 
che se ne sieno scritti posteriormente da sommi anali- 
sti , non intendendo qui parlar di quelli che a folla 
pubblicatisi da alcuni anni a questa («irte, da persone 
poco atte a tal lavoro, sostiene ancora il primo ran- 
go tra le opere di tal genere ; e lo sosterrà sempre : 
e dò non pel nome dell’ autore , ma per 1’ utilità 
grande di cui è a chiunque vuol coltivare 1 ’ Analisi 
pura, e I’ applicata alla Geometria. 

Diverse edizioni furono fatte di questo libro, 
in breve tempo in Inghilterra ; c sul continente si 
vide esso pubblicato , per la prima volta nd i ^3 j, 
in Leyden, per cura del Gravesande, il quale pre- 
cedentemente nd 1^37 si era limitato a darne al- 
cuni schiarimenti, ndf opera pubblicata col titolo di 
Matheseos UniversaUs Elemento, quibus acce- 
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r/wit specimina commentarli in Arithmeticam U- 
niversalcm Neutoni. Finalmente, di nuovo , arric- 
cialo di dotti conienti da Gior.Castillon di Berlino, 
usci alla luce per le stampe di Amsterdam nel 1761, 
nella quale edizione , dal dottissimo comentatorc si 
trovano in line recate le ricerche , dal Maclaurin , 
dal Campbell , e dall’ Ilallcy , tre distintissimi di- 
scepoli del Newton, fatte , per estendere e perfezio- 
nar quelle intorno la soluzione c costruzione delle 
equazioni esposte dal loro maestro , cstracndole dal- 
le Transazioni Filosofiche ove avevano meritato 
di essere inserite. 

Dopo quest’ epoca , felicissima per le Matema- 
tiche, pe’ molti sommi uomini che le coltivarono c 
fecero progredire , c per le grandi scojicrtc che si 
fecero nell’ Analisi moderna , si videro uscire in. In* 
ce molte opere, che meritano essere qui almeno ac- 
cennate , perchè tuttavia utilissime alla scienza , ta- 
li sono , per dir le prinaipulissiiuc , il Trattato di 
Algebra del Maclaurin, che fu sempre intento a da- 
re maggior luce c sviluppo alle dottrine de) Newton, 
1 ’ ultro del Saundcrson , la scienza del calcolo del 
Reyneau , gli Elementi di Algebra di Clairaut , 
c le Istituzioni Analitiche della nostra italiana Ma- 
ria Gaetana Agnesi, scritte con ammirabile chiarezze, 
«con bell’ ordine , e delle quali la parte che riguai di 
l’Analisi degf Infiniti, sia qui detto di | fissaggio , 
fu tradotta dal Bossut per servir di libro elementare 
nelle scuole di Francia. A questi bisogna anche ag- 
giugncre le Institutiones Analyiicae del Ricotti e Sa- 
Jadini , c 1 ’ Algebra del Frisi. Finalmente il nome 
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stesso del!’ autore , e quelli de’ sommi uomini che 
ne intrapresero la traduzione, c fecero eseguire la ri- 
stampa, sodo bastanti titoli a mostrare, clic non deb- 
ba tralasciarsi di far menzione degli Elementi Hi 
Àlgebra dall’ Eulero dettati in tedesco , quasi per 
passatempo, cd in tal lingua jxibblieati , e che [kt 
chiarezza c ricchezza di scelti problemi, ed elegan- 
temente risoluti , non cedono il luogo ad alcun al- 
tro libro di questo genere. 

Chiuderemo questo argomento, c le nostre ri- 
cerche storiche intorno l’Algebra, con una breve a- 
nalisi di un altro libro classico in tale scienza, ope- 
ra di Luigi Lagrange piemontese. 

Da che 1' Analisi pura cominciò ad essere ar- 
dentemente coltivala , non poteva essere a meno 
che le principali mire degli analisti fossero tutte ri- 
v olle a perfezionare i metodi per la risoluzione delle 
equazioni, o in maniera compiuta, o ahneno da farne 
ottenere le radici con la maggiore approssimazione 
possibile. I volumi degli Atti delle principali Accade- 
mie di Europa erano pieni di lavori di questo ge- 
nere di sommi uomini , c noi taluni ne abbiamo 
di già accennati di sopra. 11 Newton non aveva tra- 
lasciato di proporre i suoi tentativi, che procedeva- 
no sulla legge stessa del metodo tenuto dal Ferrari, 
per lo scioglimento delle equazioni del quarto grado ; 
ma cou meno febee successo. Il Lcibnitz si era an- 
ch'egli molto occupato di questo importante ogget- 
to per 1’ Analisi moderna ; ma quantunque da prin- 
cipio fosse restato molto contento del successo , per 
aver , coia’ egli diceva, ravvisata la strada da progre- 
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dir al di là delle equazioni di terzo grado biso- 
gna però credere, clie in seguito ciò tosse diventala 
una illusione ; poiché egli non inai pubblicò questo 
suo metodo, nè i suoi tentativi. Il Tschirnkauscu 
propose nel 1 <533 alla 11. A. di Berlino le sue ri- 
cerche, per ridurre a pura qualunque equazione, tra- 
sibrmaiidola in un’ altra nella quale svanissero tutti 
i termini intermedj della proposta : e queste sue in- 
vestigazioni sono, al dir ili Lagrange, giudiziose ed 
ingeguose ; ma clic non soslcngousi al di là del ter- 
zo e quarto grado . Ne tampoco altri analisti ante- 
riori, o contemporanei a questo erano stati più felici. 
L’ Eulero, fatto [ier perlèzionare ogui ramo di Mate- 
matiche, se n‘ era occupato per la sua parte ; ma con 
tutto ciò questo argomento esigeva ancora nuove cu- 
re , e nuovi aumenti. Iu tale stato di cose, chi lo 
aveva |iotuto , aveva cercato di aggiugnervi qualche 
cosa del suo, rivolgendosi a’ metodi particolari ; e 1’ 
Eulero stesso aveva il primo considerate le equazioni 
dette da lui reciproche. 

Nella quasi impossibilità di poter riescire a ri- 
solvere le equazioni di grado supcriore al 4“ , l’ an- 
cora sacra si erano i metodi di approssimaz one , 
die , per altro , (affezionati sono quanto uni possa 
bisognare a tal argomento per I’ uso di esso ; giac- 
ché i risultamene clic ottengousi dal maneggio di 
un’ equazione essendo involti di radicali , non altri- 
menti che per approssimazioni si potrebbe pur giu- 

” Vegg. la lettera da lui scritta a) Collina - Comm. 
Epitt. p. 63, 64, *95 edii. in ,{• 
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p fiere al valore dell’ incognita. Il Newton propose il 
primo su di ciò le sue vedute ; e il suo metodo , 
e «j udii dell’ Halley, e del Raplison si debbono tutta- 
via considerare come i più generali. Giovanni Bcr- 
noulli se n’ era anche occupato 14 ; il suo fratello 
Giacomo Jl aveva dato un metodo grafico per rin- 
venire per approssimazione le radici reali delle equa - 
zioni di terzo c quarto grado ; e Tommaso Simpson, 
Daniele Bernoulli , ed altri avevano anche messa in 
opera la lor parte . Ma bisogna confessarlo nè men 
questo argomento era al segno da potersi dir compiu- 
to . In tale stato era la scienza analitica per la ri- 
soluzione delle equazioni , quando Lagrangc pre- 
se a perfezionare ognuna delle ricerche riguardanti 
questo argomento importantissimo, compiendone del 
suo lavoro diverse Memorie, che presentò alla Rea- 
le Accademia di Berlino, negli Atti della quale veg- 
gonsi pubblicate . Ma osservando in seguito che da 
esse risultava un Trattato , in cui quanto mai si 
poteva desiderare intorno alle equazioni numeriche , 
e tutti i progressi de’ metodi intorno ad esse vi si 
contenevano, raccolse egli medesimo tali Memorie, e 
pubblicollc, non senza nuove cure, in Parigi, col ti- 
tolo di Théorìe Generale des Equatìons numéri- 
ques ; il qual libro sta ora come il limite dove lo 
spirito umano abbia potuto giugnere in questo ar- 
gomento ; cd c quello che può segnare a chiunque 
osi percorrere innanzi tal carriera il punto donde 


5 * Vedi Lect. Cale. Jnteg. Op. I. III. 
15 Atti di Lipsia ao. »68g. 
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partire. Non v’ ha ricerca che riguardi tale argo- 
mento , che vi sia tralasciata, e che non sia general- 
mente e con estensione trattata . In essa di fatti si 
espone la natura delle equazioni ; i metodi di ogni 
genere già prima esistenti , o di suo conio per ri- 
solverle ; i tentativi per ricoprirne se mai fosse pos- 
sibile de’ nuovi ; i diversi metodi di approssimazione, 
c le varie ricerche, che dal maneggio generale delle 
equazioni dipendono , o le considerazioni su taluni 
generi di equazioni clic jiotevausi sottoporre a meto- 
di particolari di risolvimento. 

Il Waring celebre Analista inglese ha pur egli 
aggiunte le sue cure alle ricerche intorno le equa- 
zioni numeriche in generale >c ; ma nè egli , il cui 
metodo è analogo a quello proposto dall’ Eulero nel- 
le Memorie di Pietroburgo per 1 ’ anno 1764, nè al- 
tri, che hanno battuto la stessa strada, vi sono me- 
glio riusciti di coloro che gli liamio preceduti. 

La dottrina delle eliminazioni però, non ostante 
le fatiche di tanti illustri uomini, compreso il New- 
ton , 1 ’ Eulero e ’l Lagrunge , resta vasi ancora im- 
perfettissima , e per la maggior parte de’ casi impra- 
ticabile. I metodi che si adojicravano di elimina- 
zione successiva per le equazioni di grado su|>eriore 
riescivano si imperfetti , che scambiandosi solamen- 
te 1’ ordine del mancggianicnto delle equazioni pro- 
poste , cioè sup]K>ste clic fossero tre, per esempio, e 
combinando una volta la prima con la seconda ; e 


“ Vegga mi le sue Meditationes Algebraicar , e le 
Transazioni Filosofiche per I' anno 1779. 
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poi con la terza per ottener così due equazioni con 
un’ incognita di meno ; o pure combinando insieme 
la prima con la seconda , e questa con la terza, ba- 
stava a dare equazioni eliminate di grado diverso ; e 
ciò è sufficiente a dimostrare quanta fosse l’ inesat- 
tezza di essi . Aggiungasi , che 1' eliminata saltava 
con una rapidità indicibile a gradi spaventevoli , e 
superiori di assai a quello che avrebbe dovuto a- 
vcrc per la natura delle equazioni proposte , se il 
metodo di eliminazione fosse stato proprio , e non in- 
ducente in fattori alteranti 1’ eliminata : di tal che 
con quattro equazioni di secondo grado a quattro 
incognite, si sultava ad un’ eliminata del a56° grado, 
mentre che essa non dovrebbe essere che del j 6°; e 
se le equazioni fossero state del terzo grado 1’ elimi- 
nata sarebbe montata al grado 656 1 , mentre non 
dovrebbe essere die ddl’ 8i°. 

Tutti questi inconvenienti mossero il Bezout a- 
nalista francese ad occuparsi seriamente de’ metodi 
di eliminazione , a conoscere ì difetti di essi , ed a 
cercare se fosse possibile i mezzi di ovviarvi : ed ei 
riesci a stabilire direttamente qual dovesse essere il 
grado dell’ eliminata , quando essa potesse ottenersi 
libera da’ (attori inutili ; e die questi potevano sola- 
mente evitarsi allorché le equazioni proposte si fos- 
sero considerate tutte ad un tratto , introducendo in 
ciascheduna un polinomio , o funzione particolare 
dell’ incognita , che fosse di tal forma, che aggiugnen- 
do tutti i prodotti , si potesse far svanire tutte le in- 
cognite , a meno di una , uguagliando a zero i coef- 
ficienti di esse. 
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Ma noi noti dobbiamo tanto inoltrarci in tali 
ricerche , avendoci proposto fin da principio che que- 
sto non era in luogo di entrare in esposizione, e ne’ 
particolari de’ metodi ; e d’ altronde vedendosi già da 
citi in siffatte ricerche sia alquanto pratico , ch'es- 
se appartengono all'Analisi indeterminata. Chiunque 
vorrà però istruirsene potrà riscontrare la stessa ope- 
ra del Bezout. E noi non mancheremo pure di oc- 
cuparcene , per quanto convenga, nel Voi. II. di 
questo nostro Corso di Analisi Algebrica . 
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$. i. Chiunque ha appena gustati i 
volgare Aritmetica e della Geometria , conosce la di- 
stinzione delle grandezze in continue e discrete , e sa 
por bene , che a dinotar queste vi si adoperi un nu- 
mero , mentre per esprimer le prime si ricorre ad una 
delle diverse specie di estensione. Né dee ignorare , che 
l'ordinaria pratica del misurare esige , che le quantità 
continue si concepiscano ridotte a discrete , col fissarvi 
per uniti di convenzione una parte determinata di esse. 

J. a. Or chi non vede , else queste due specie di quan- 
tità , sekben diverse tra loro , convengano però nella 
nozione generale di grandezza , e quindi che debbano 
esser suscettive di una medesima rappresentazione, sic- 
ché le proprietà comuni ad esse , che sono quelle del 
loro rapporto , possan dimostrarsi generalmente appar- 
tenere alle une ed alle altre. Adunque per questa parte 
si comprende la necessità di un modo da indicare uni- 
versalmente le grandezze j cioè tale che possa con esso 
esprimersi egualmente la quantità continua, o la discreta. 

5 . 3. Finalmente anche le qnantità discrete sono do- 
tate di aknne proprietà generali , le quali non già a 
determinati numeri solamente si appartengono } ma so- 
no comuni a tutti gl* infittiti numeri ne' quali abbiasi 


Digitized by Google 



isiaon. * 


Anàlisi Algesaicà 


luogo le stesse condizioni. E di ciò non pochi esempj 
offre Euclide ne’ suoi tre libri delle quantità commen- 
surabili , che formano ordiuariamente il VII , 1’ Vili 
e 1 IX degli Elementi ' . 

J. 4- C° s l quando egli dice , che: Ogni numero mi- 
nore b parie, o parti di ogni altro maggiore ’ — I due 
prodotti che risultano da due numeri , moltiplicandoli 
vicendevolmente t un per C altro , sono uguali tra lo- 
ro 3 — I numeri piani sono tra loro in ragion com- 
posta dai lati 4 , ognun vede chiaramente , che tali 
proprietà non si appartengono già a numeri determi- 
nati , ma a tutti in generale : che perciò col dimo- 
strarle contrassegnando i numeri su i quali si fa la 
dimostrazione con le cifre ordinarie dell’ Aritmetica , 
non si conseguirebbe l’ intento di render tali dimostra- 
zioni generali , come si richiede . Aggiungasi a ciò , 
che tutti que’ problemi aritmetici , che hanno le stes- 
se condizioni 1 , ma variano solamente ne’ numeri a' 
A «piali queste sono applicate , debbono essere risoluti 

nel modo stesso ; che perci ò tutt’ i numeri indican ti 
i risultamene a’ «piali risolvendoli si perviene , doven- 
do esser determinati colle stesse operazioni di Aritme- 
tica , si potrebbe facilmente con un risultamento solo 
ottenerli tutti , allorché i numeri dati si contrassegnas- 
sero universalmente. 


' Veggasi intorno a questi Libri ciò che «la me si è 
detto nel Discorso preliminare agli Elementi di Euclide. 
» Prop. 4. Lib. VII. 

3 Trop. 16. Lib. VII. 

4 Prop. 5. Lib. Vili. 

3 II rapporto che lega in un problema V incognita 

con le quantità note del medesimo, dicesi condizione del 
Problema. 
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5 - 5 . E per render ciò più chiaro con un esempio. 
Sia proposto a : Dividere un numero dato in due par- 
ti , f una delle quali superi f altra per una quantità 
anche data . 

Questo problema potrà esser risoluto per mezzo 
dell’ Ari! meti<a , e per l’ovvia regola del falso , allor- 
ché suppongasi, per esempio, il dato numero esser 100, 
c la dilTerenza delle parti in cui dee dividersi esser 16; 
ed in tal caso la soluzione di esso , ci farà pervenire 
ad un risullameuto , che soddisfa a questo caso sola- 
mente; in mollo tale che, se restando similmente e- 
nunciato il Problema , si cainbiiuo i numeri dati, e che 
la somma data si supponga esser 1 ao , e la differen- 
za i \ ; vi sarà bisogno , per determinar le parti cer- 
cate in quest' altro caso , di ripigliar nuovamente la 
soluzione del problema , come se non mai fosse stato 
di già risoluto. Vale a dire , che il precedente risul- 
tamene niente può influire alla determinazione di que- 
sta seconda ricerca , la quale non differiscesi in altro 
dalla prima , che nella sola grandezza de' dati. 

$. 6. Or come è chiaro , luti* i problemi, che sono 
proposti su grandezze diverse in quantità solamente , 
ma colle stesse condizioni , rappresentano un proble- 
ma solo generale , la cui risoluzione , convenevolmen- 
te fatta , dee offrir benanche un risultamento genera- 
le , il qual comprenda in se tutti quei risultamenti 
particolari , che si otterrebbero per mezzo delle arit- 
metiche ricerche . £d ecco qual sarebbe una tal solu- 
zione pel problema poc’ anzi proposto . 

5. 7. » Il numero dato dovendo pareggiare le due 
» parti in cui esso vuole dividersi ,edi queste la mag- 
li giore essendo quanto la minore più la differenza tra 
11 esse , ue segue perciò , che il numero dato sia quanto 
w il doppio della parte minore più una tal differenza. 


Digitized by Google 


IBTROD. 4 


Air alisi Algebrica 


» Laonde tolta di comune questa differenza, si troverà , 
» che il numero dato meno la differenza data delle due 
» parti in cui vuol dividersi , sia quanto il doppio del- 
ti la parte minore ; e quindi la sola parte minore sa- 
li rà uguale alla metà del numero dato a dividere me- 
li no la metà della data differenza «. 

5- 8 . Dal qual risultamento si rileva in generale , 
che : Qualunque sia il numero dato a dividere , e qua- 
lunque r eccesso proposto , si otterrà sempre la parte 
minore , sottraendo dal dato numero la data differenza , 
e dividendo il residuo per a. E questa specie di ragiona- 
mento astratto , col quale generalmente dalle quantità 
cognite di un problema , per mezzo delle sue condizioni, 
se ne derivano le incognite, 6 Ì dice Analisi del problema. 

$. 9 . Ciò premesso , se tutti i problemi proposti su i 
numeri fossero suscettivi perla loro soluzione di un'ana- 
lisi cosi breve , e di passaggi si semplici e facili a ri- 
tenersi , ed a combinarsi tra loro a memoria , ciascun 
di essi potrebbe risolversi nel modo poc’ anzi detto , 
e si otterrebbero cosi per essi taluni risultamenti a- 
stratti ed enunciativi , per mezzo de' quali si avrebbe 
la soluzione particolare in ciascun caso , ove s’ indivi- 
duino i numeri dati . Ma non va la cosa sempre in 
tal modo; ed il più delle volte la soluzione di un pro- 
blema non può condursi a fine , senza aver presenti 
all' occhio le quantità sulle quali si propone ad ope- 
rare , e le operazioni che si sono già fatte sopra di 
esse , e colle quali sono connesse le altre , che debbo- 
no ancora farsi per pervenire al risultamento ; e di 
ciò molti esempj si vedranno in appresso . Come far 
dunque in simili casi ? Egli è chiaro , che il solo mez- 
zo da riuscire sia quello di ritrovare un modo da e- 
spriraere astrattamente e generalmente i numeri dati , 
r le operazioni a fare sopra di essi. 
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J. io. Or quello modo, clic sarehlie stalo ilillìrilc 
ad escogitarli da' matematici greci , lo era però faci- 
lissimo per gli arabi , da’ quali Liouardo Pisano ap- 
prese, e trasportò in Italia la Scienza dell' Algebra nel 
Secolo XIII ; che perciò non so intendere come ad 
essi sia sfuggito ; clic anzi potevano facilmente rileva- 
re il tipo di questa indicazione generale delle quantità 
dalle opere stesse de’ Greci. Ed ecco iti qual modo. 

5 - 11. Questi servironsi , per dinotare i numeri 
mila loro Aritmetica , delle lettere del loro alfabeto ; 
che perciò dovettero escluderle da un’ indicazione uni- 
versale de’ numeri ; ciò non ostante , allorché ebbero 
bisogno di esprimere non già numeri determinati , ma 
universali , ricorsero all’ espediente di servirsi delle let- 
tere majnscole del loro alfabeto , affigendo ad ognu- 
na di esse una lineetta , e formando come una figura. 
E solamente allorché dovevano falsi talune operazio- 
ni su questi numeri generalmente indicati, c che si e- 
sigesse dì esprimerne o somma con altri , o pur diffe- 
renza , a fine di restringere il loro ragionamento , 
prefissero alla linea indicante il numero due lettere ; 
ed indicarono con due lettere , anche postevi negli e- 
stremi , le parti di essa . Su di che moltissimi esempj 
offrono i sopraindicati libri aritmetici di Euclide , da’ 
quali , per dilucidazione di ciò che ho detto , prendo 
ora a qui esporre la seguente: 

PKOP. XVI. DEL LIB. VII. DI EUCLIDE 

§. 1 a. Sono uguali i prodotti che risultano da due 
numeri scambievolmente moltiplicandoli. 



|JIT»OD. 6 A N A 1 1 1 t A LC E 1 »I C A 

E 

A 

B 

C 

D 


Sicno i «lue numeri A , B ; ed A moltiplicaudo 
B dia C ; B poi moltiplicando A faccia D : dico esser 
C eguale a D. 

Perchè se A moltiplicando B' produce C ; B do- 
vrà misurare C per le unità che si contengono in A 
Ma 1' unità E misura il numero A per le unità in 
questo contenute . Adunque I' unità E misura tante 
volte il numero A , quante volle B misura C ; per lo 
che , permutando , 1’ unità E misura ugualmente il nu- 
mero B , che A misura C * . Ili nuovo , poiché B 
moltiplicando A ha fatto 1) , A misurerà D per le u- 
nilà che si contengono in B . Ma anche E misura- 
va B per le unità che sono in esso . Adunque 1' u- 
nità E misura il numero B ugualmente che A misu- 
ra D . E siccome 1’ unità E misurava il numero B u- 
gualmente clic A , C ; perciò A misura lo stesso nume- 
ro di volte C , che D . Quindi questi prodotti sono tra 
loro uguali. — C. B. D. 

§. i3. Ed esempj simili al recato incontransi nel 
Libro V. degli Elementi , ove le grandezze in gene- 

' Ciò è chiaro dall' ovvia definizione della molti- 
plicazione. 

* Ciò viene dimostrato «la Euclide nella proposizio- 
ne precedente a quella qui recata. 
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rale , il disdi te ilie continue , indiransi universalmen- 
te con lettere , affluendo ad «se , per la ragione già 
detta , una lineetta. 

5 - 1 {. Ma gli Arala i quali avevan già una nuova 
indicazione pe‘ numeri 1 , quella cioè di cui ci servia- 
mo rouiodrésimaiiientc a’ giorni nostri , non avrebbero 
dovuto durar molla fatica a vedere , clic le lettere drl- 
I alfabeto ]>otevauo convenevolmente adattarsi a dino- 
tare universalmente i numeri. 

§. i 5 . Senza entrare in discussione su questo pro- 
posito , per vedere dii sia stalo il primo che abbia co- 
mincialo ad introdurre lidi' Algebra questo modo di 
dinotare universalmente i numeri , lo che apparliene 
alla storia di questa scienza a , ci basta solo l' aver 
indicato , die tal principio , di assoluta necessità ai 
progressi di essa , poteva rilevarsi (lenissimo dalle o- 
pere di Euclide ; c sarà sufliciente lo stabilire in que- 
sto luogo la regola , che : I numeri , come anche le 
grandezze continue , s' indit ano generalmente per le let- 
tere piccole del nastro Alfabeto. Ed anche per una mag- 
gior distinzione si è stabilito , che le ultime di que- 
ste cioè x , y , z , t , u iudidiiuo le ignote , e le ri- 
manenti altre le note de' problemi. 

J. 16. Or siccome le quantità cosi generalmente in- 
dicale , debbono condurre ne' calcoli die istituiscoiui 
con esse a risultameli!! universali ; non potendosi ef- 
fettuar calcolo se non per nuuieri , ne segue perciò 
che le operazioni aritmetiche che si effettuano calco- 
lando per ispecic, non di libano consistere in altro, che 
in indicazioni di esse , da eseguirsi poi effettivamente, 
allorché ne’ casi particolari si saranno sostituite alle 

1 Le ordinarie cifre della nostra Aritmetica volgare. 

• Vegg. il Saggia storico premesso al presente voi. 
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quantità espresse letteralmente i numeri che loro cor- 
rispondouo . 

5. 17. Ciò posto , ad indicar la somma delle quan- 
tità letterali si è adottato il segno -f- [ più ] che si 
scrive tra le quantità da sommarsi , cosi a -f- b dino- 


ta la somma di a con b. Per la sottrazione si è stabi- 
lito il segno — [_ meno ] che dinota che la lettera cui 
esso è prolisso è sottratta dall’ altra che precede que- 
sto segno; cosi a — b dinota che da a dee sottrarsi b. 
Il prodotto di a per b 5' iodica con ab \ ed in ge- 
nerale il prodotto di più lettere s' indica col loro ac- 
cozzamento : cosi a b c dinota il prodotto delle tre 
quantità espresse da a , b , c. E questo prodotto si po- 
trebl>e anche esprimere nel seguente altro modo uXòXr, 
servendosi del segno X eh’ è quello della moltiplica- 
zione , ed allora si direbbe a moltiplicata per b, mol- 
tiplicala per c. E potrebbesi a tal segno X sostituire 
anche un punto nella seguente tnauiera a b ; ma la 
più usata e comoda maniera è quella detta in primo 
luogo . Finalmente la divisione di a per b s’ indica 

per a : b , o per , ciascuno de’ quali due modi di- 


nota il quoziente di a per b , e si pronunzia a divi- 
sa per b. Ed a quel secondo modo d' indicar la divi- 
sione si dà anche il nome di frazione , chiamandosi , 
come nella volgare Aritmetica , numeratore la quantità 
eh' è sulla lineetta orizzontale , e che faceva da divi- 
dendo , e denominatore quella che sta sotto tal linea, 
e che faceva da divisore. 

J. 18. Oltre a questi segni per esprimere le prin- 
cipali operazioni aritmetiche da istituirsi sulle quantità 
letterali , è necessario anche avvertire , che 1' ugua- 
glianza tra due quantità si esprime col segno s= po- 
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sto tra esse, die si pronunzia uguale , cosi a = b si- 
gnifica a uguale a b. 

L ' altro segno > posto Ira <lue quantità dinota 
esser la prima maggiore della seconda, cosi « > b signi- 
fica a maggiore di A ; e lo stesso segno rivolto coll’ apice 
dell'angolo che lo rappresenta verso la prima quanti- 
tà, nel seguente modo a < A , dinota essere a minore di b. 

§. 19. Ciò premesso, se nel problema proposto nel 
$. 4- s> esprima per a il numero dato a dividere , e 
per b l’ eccesso della parte maggiore di esso sulla mi- 
nore ignota , che dicasi x ; per la condizione del pro- 
blema , sarà la parte maggiore espressa da 1 -J- b ; e 
quindi sarà a t= x x -f- b , cioè a sarà uguale al 
doppio di x più b , o sia s=a a x -f- b . Quindi sarà 

a — — b 

■xx ss a — A. E finalmente x ss . Ed in questo 

caso 1' analisi al presente problema , che differisce da 
quella astratta , che si esegui nel $. citato , solamente 
perchè in questa i passaggi, ed il risultamento sono sim- 
bolicamente espressi , si dirà algebrica. Nè vi sarà pro- 
blema aritmetico che non possa essere in questa manie- 
ra risoluto. 

J.ao. Il risultamento poc’anzi ottenuto , cioè l’e- 
s pressione x = - , serve anche a rischiarare ciò 

che fu detto Del §. 16. Imperocché si vede per mezzo 
di esso , che non resti determinato definitivamente qual 
sia il numero x , cioè la parte minore , ma solamen- 
te il sistema delle operazioni che debbono farsi per 
ottenerlo , allorché per a , A si sostituiscano que’ nu- 
meri che si vuole. 
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ELEMENTARE 

LIBRO I. 


DELL’ ALGORITMO ALGEBRICO 

, .—- » »»« < '♦<.< . 

CAPITOLO I. 

DELLA DIVERSA FORMA IN CUI SI PRESENTANO 
I MONOMJ ALGEBRICI NEL CALCOLO. 

J. *i. Si è già detto, che se a, i rappresentino 
due grandezze qualunque , a -J- b indicherà la somma 
di esse , eil a — b la differenza *. Or se tali quanti-* 5- 1 7 . 
là sieno della specie stessa , nel qual caso rapportan- 
dole alla stessa unità X , la prima sia m.x ' , e la se- 
conda n.x , qualunque sieno gli effettivi numeri m , n 
’ che dinotano quante volte la x è presa , c clic perciò 
ciascuno di essi diresi coej/ìcicnte della x ; allora la 
quantità a -p b , c l’altra a — b diverranno rispetti- 
vamente m.x -f- n.x , m.x — n.x . Ed è chiaro, che 
nel primo caso , supponendo esser t] la somma de'nu- 
meri m, n, la quantità m.x -j- n.x sia quanto -J- ij.x. 

1 Cioè m di volte x , o sia la .r presa tante volte 
quante ne dinota il numero universale m. E lo stesi» in- 
trudasi delle seguenti altre simili espressioni. 
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J. aa. Clie se poi voglia considerarsi la (piantili 

m. x — «.x , si rileverà intuitivamente , ebe pos-ano ac- 
cader Ire casi , cioè che sia m un numero maggiore di 
li . clic gli sia uguale , o pur che m sia minore di ». 
Nel primo caso , supponendo m maggiore di » per 
quanto è p , cioè m = n -p p , è chiaro , che la quan- 
tità m.x si ridurrà ' *1 ( » +P ) r , cioè ’ ad n.x 
-p p.x ; e quindi che m.x — n x sia quanto n.x 
4 - p.x — n.x , cioè quanto -p p.x . Supponendosi in 
secondo lungo, che m pareggi n, anche m.x adeguerà 

n. x ; c quindi la differenza loro , cioè la m x — n.x 
sarà zero. Finalmente se la m sia superata dalla n per 
p , cioè che n = in -J- p , si vedrà , come nel primo 
caso, che la quantità m.x — n.x si riduca ad m.x — m.x 
— p.x , cioè a — p.x. Adunque sottraendosi n x da 
m.x , se n è minore di m per p , il risullameiito è 
-p p.x ; esso è zero in caso di m = « ; cd è — p.x nel 
caso di m minore di n per p. 

$. a3. Or i primi risultamcnti , cioè quelli die 
nascono da una quantità minore sottratta da un’ altra 
maggiore , ed a' quali , come dalla stessa operazione si 
rileva , compete il segno -f- , si dicono positivi , per 
distinguerli dagli ultimi , in cui 1’ operazione medesi- 
ma dimostra che dee competerli il segno — , e che di- 
consi perciò negativi. Nè tra questi due stati di posi- 
tivo e negativo può esisterne altro per le grandezze. 

1 Quel vincolo ( ) ò il segno che si adopra piìi 

comunemente dagli analisti , per dinotare ^be tutta la 
quantità n p dee esser moltiplicata perla quantità x. 

’ Si può prender come un postulato, che tanto sia 
il prodotto di una quantità per un' altra , quanto la som- 
ma de’ prodotti di una di esse per ciascuna parte dell’ altra. 
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5- *4- Ecco dunque 1’ origine algebrica delle quan- 
tità isolate negative , ed ecco ciò che esse indicano nel 
calcolo. E siccome si passa ad ottenerle pel risultamen- 
to di una sottrazione , la quale segue lo stato inter- 
medio tra positivo e negativo , ed in cui la quantità 
da sottrarsi supponendosi uguale a quella donde si vo- 
leva casa sottrarre , il residuo è zero ; perciò suol dir- 
si ordinariamente , che le quantità negative tono mino- 
ri del uro , con la quale espressione altro non si vuol 
dinotare, se non che esse derivino dalla sottrazione 
dopo il caso in cui il residuo è zero. Nè per ora con- 
viene formarsi di queste quantità altra idea, che quel- 
la che ne abbiamo data. 

5 - aS. Inoltre si è già detto, che il prodotto di 
a per b s’ indichi per ab * ; e che il prodotto di più* $• 17. 
quantità letteralmente espresse si dinoti con 1’ accozza- 
mento di esse , con quell’ ordine che piace . Or sup- 
pongasi che quelle quantità sieno tutte espresse da una 
stessa lettera a. In tal caso , in luogo di scrivere quel- 
la lettera tante volte di seguito , quante n' era molti- 
plicata , cioè quanti sono i fattori indicati da essa , si 
scrive la stessa lettera una sola volta , e si dinota il 
numero de’ fattori ad essa uguali , che debbono conte- 
nersi in quel prodotto , con quella cifra aritmetica che • 
gli rappresenta , la quale si pone a destra della lette- 
ra , un poco più alto di essa , e chiamasi esponente . 

Cosi se a dehbasi moltiplicare per a , il prodotto aa 
si dinoterà anche per a', che si pronunzia a - due ; e 
volendo moltiplicare a per a e per a , il prodotto aaa 
verrà piuttosto indicato per a 1 che pronunziasi a -tre. 

Ed iu generale, se i fattori uguali espressi ognuno da a 
sieno al numero indicato da n , il loro prodotto verrà 
espresso da a*. Ogni espressione di simil forma , ditesi 
esponenziale ; il numero n che dinota quello de’ fhlto- 
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ri a conlenuli nell’ esponenziale a" ne sarà 1' esponente, 
e la lettera a , che disegna ciascuno di que' fattori , si 
dirà base della quantità esponenziale. E suole anche la 
a" chiamarsi potenza n di a : ed in tal caso il nume- 
ro n prende il noine di grado di tal potenza di a ; e 
questa quantità si dirà la radice n, o n- esima di a". 

5 - 26. Ciò posto , se l’ esponenziale a" vogliasi mol- 
tiplicare per 1’ altra a * della stessa base ; è chiaro , 
che il loro prodotto dovrà costare de' fattori uguali 
a dell' una e dell' altra quantità che si moltiplica , 
cioè di a m e di a" , i quali sono al numero m-tj-n ; 
che perciò un tal prodotto dovrà essere espresso da 
* $. 25 . a" + * * . E similmente , volendosi il prodotto di a " 
per a", e per a 11 , esso sarà a" 1 + " + s . Donde si rile- 
va , che : Ogni quantità elevata ad un esponente , può 
sempre considerarsi come il prodotto della stessa quan- 
tità elevata separatamente a tutte quelle parti in cui si 
vuol concepir diviso il suo esponente. Vale a dire che 
o" = ai X X i ove suppongasi m = p -(- q 4 * r- 
$.27. Estendendo il poc' anzi detto principio , si potrà 

m m *5 

prendere a™ come il prodotto di a" per a* pera" ce. 
tante volte , quante bisogna , perché dalla somma con- 
tinuata di — risulti m , cioè n di volte . E perciò si 

m 

* $. » 5 . vede , che a" sia la potenza n di a' *. Laonde in ge- 
nerale : Ogni quantità esponenziale * può rappresentare 
una potenza qualunque di quel grado che vicn dinola- 


' L' epiteto di esponenziale vi è posto a maggior 
chiarezza della regola, vedendosi d'altronde assai bene, 
che non vi sia quantità che nou abbia esponente. 
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to dal numero per cui si divide il suo esponente ■ Al 
contrario quest’ altra esponenziale della base stessa , 
che ha per esponente quel quoziente, se considerisi per 
rispetto alla quantità che si è detto rappresentare la 
potenza , si dirà radice di quel grado medesimo di 
cui era tal potenza. Cosi essendo a™ la potenza u 

■n ni 

di a" ; al contrario a' è la radice n , o n - esima della 
quantità a*. £ questa radice suole indicarsi anche pre- 
figgendo alla quantità di cui si prende per radice il 
segno \/ , che dicesi Radicale, e scrivendo nell’ aper- 
tura di esso il grado del radicale , che si chiama in- 
dice di questo , cioè pel caso di sopra espresso della 

■ 

radice n di o", nel seguente modo \/ a”. E quell’in- 
dice suol tralasciarsi nel solo caso che sia 3 ; sicché in- 
vece di scriversi \/ basta scrivere ^ a“. 

— m 

J.a8. Adunque a‘ =5 \/ o" , il che mostra , che : 

Ogni quantità ad esponente fratto si può rappresentare per 
un radicale , il cui indice sia il denominatore del frat- 
to esponente ; e la grandezza sotto il segno radicale sia 
la base dell esponenziale elevata al numeratore dell e- 
sponente fratto. Al contrario : Ogni radicale si potrà 
sempre trasformare in un esponenziale J razionarla , se 
dividasi C esponente della quantità sotto il segno per l' in- 
dice del radicale. 

$. 39. Inoltre sia la quantità esponenziale a m , ed 
ut dinoti un qualunque numero intero o fratto , le cui 
parti sieno rappresentate da p , p , p , ec. in numero 
determinato; sarà a m — atà- r +r+r+ ■ e ’l di-* 5 . »6. 

struggimento di ciascun p nell’esponente dinoterà nel- 
l'esponenziale a” lo svanimento di un fattore * dinotato* 5- ^5. 
da a* , o sia la divisione di a" per af j che perciò , 
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se quelle parti dell' esponente si distruggano tutte , 
ciò indicherò la divisione di a" pel prodotto di tat- 
ti i suoi fattori , ciascuno espresso da af , cioè per la 
stessa a m ; il qual quoziente è l’ imitò. Ma distruggen- 
dosi tutte le parti p dell’ esponente a" , esso divieti 
zero . Adunque a” = t ; cioè : Ogni grandezza che 
abbia per esponente il zero rappresenta f unità ; e que- 
st' imitò sarò della specie stessa ebe la base di quell’ e- 
sponenziale. Dal che segue , che una quantità molti- 
plicata e divisa ad un tratto per un' altra , conserva 
il medesimo valore di prima ; poiché essa viene ad es- 
sere moltiplicata per a®. 

J. 3o. Finalmente continuandosi lo stesso ragio- 
namento , si vedrò , che se pervenuta la quantità a. m 
ad a° , pel distruggimi: rito di tutte le parti p nel suo 
esponente m , si continui tuttavia a supporre il suo e- 
sponcute minorato di p , si verrebbero con tal opera- 
zione ad assegnare alla base a gli esponenti negativi 
— p , ~ip , —3 p , — ec. j e quindi si verrebbe 
a formare nn’ altra serie di esponenziali negative a ~~ 
«— •*, a — *f, . . . .a Or ciascuna di quelle o- 
perazioni esprime un* ulteriore divisione della quanti- 
tà ottenuta con le divisioni precedenti , per la stessa 
a f ; c quindi siccome tal quantità per siffatte divisio- 
ni al numero n era ridotta ad a 9 , cioè ad i , si ve- 
drà perciò facilmente che a~* corrisponda ad e 

cosi a ad — , a~ l f ad ~ , . . .a ~ m ad — , 
o’i' a'f a m 

Vale a dire , che : Ogni quantità esponenziale ad espo- 
nente negativo , pareggia f unità divisa per la stessa e- 
sponenziale coir esponente positivo. 
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CAPITOLO IL 

CONSEGUENZE CHE TRAGGONSI DALLE CONSI. 
DERAZIONI STABILITE NEL CAP. PRECEDENTE. 

§. 3 1 . Essendo a b quanto il prodotto di a per 
b , ed (FbP quanto quello di a' n per b"‘ ) ove m dinoti 
un qualunque numero intero o fratto , positivo o ne- 
gativo ; è chiaro , che se un tal numero m si supponga 
diviso in parti uguali , ciascuna espressa da p , debba 
essere a m b m = a'’, a?, a*, cc. X b’’. bf. b". ce. cioè u- 
gtiale alla quantità a^b? moltiplicata per se stessa con- 
tinuamente tante volte , quante volte p si contiene in m. 

Vale a dire : La potenza , o al contrario la radice m 
di una data quantità , la quale costi di due o più fat- 
tori , è quanto il prodotto delle potenze , o delle radici 
del grado stesso di que’ suoi fattori. 

Cosi, [a*i’]’=[a*] s X [i J ]* , e \J a'b'= {/ a'X\/b\ 

m 

t (J. 3 o. Inoltre se abbiasi la quantità a?* q r , 

P* _r 

potrà essa porsi sotto l'altra forma m a * y- * , eh' è* §. 18. 
« 

quanto m.a?\* tf, cioè, che: Se mai la quantità esi- 
stente sotto al segno radicale abbia un fattore da cui 
possa estrorsi la radice che [ indice del radicale ne di- 
nota ; si potrà questo ridurre a forma più semplice, fa- 
cendo svanire tal fattore da sotto al segno radicale , c 
moltiplicando il coejficicnte del radicale per quella radi- 
ce di esso fattore. 

M 

J. 33. Di più , se la quantità a ", debba elevarsi al- 
la potenza p intera o fratta , bisognerà prendere nel 

a 


Digitized by Google 



Lin. i. 18 


Analisi Algebrica 



primo caso quel moltiplicc di — che vieti dinotalo 

* S- a^-da p *; e nel secondo quella parte di — che vien di- 
ti 

notata da p ; e saranno quel moltiplice e questa par- 
te di — gli esponenti rispettivi della potenza, e del- 
la radice cercata. Poiché in quel primo caso , il nuo- 
vo e-poncntc^ — contenendo p di volte l’altro — - la 
n ' n 

quantità a " dinoterà la potenza p di a~; e nel secondo 

caso l'esponente — contenendosi p di volle nell'altro- — 
pn ' n 

Ma 

anche la quantità af" dovrà contenersi p di volte nel- 


1’ altra «" ; e perciò quella sarà la radice p di que- 
sta. Val quanto dire , che : Si eleverà una itala quanti- 
tà a data potenza , moltiplicando [ esponente di quel- 
la per r indice di tal potenza. Ed al contrario : Si e- 
slrarrà da una quantità data una determinata radice , 
dividendo [ esponente di quella per C indice di tal ra- 
dice. Cosi volendo elevare a’ a quadrato , questo sarà 

a} • ‘ = <j° , e volendo elevarvi \ a , tal quadralo sarà 

quanto a' a csfl' = V u '. Dal ehc si rileva più spe- 
cialmente , che : Udendo elei-are un radicale a data 
potenza r basterà elevarvi la quantità sotto il segno ; o 
pure sopprimervi il segno \ , nel caso che la potenza 
cercata sia elei grado stesso di quell indice. 

$. 34. Al contrario , volendosi estrarre da o’ la 

radice seconda , essa sarà * = a* = a' = a V M 
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E volendola di \ a , essa sarà a 5 '* = or =s V a • 
Cioè : ài estrarrà la radice da un radicale , moltiplican- 
do r indice del radicale per quello della radice che da 
esso si vuole estrarre ; o pure esimendola dada quan- 
tità sotto il segno , se questa sia potenza perfetta del 
grado della radice da tararsi : 

’r - »« ii i ». 

Cosi V \f a?” — \'af = a - = a” = \af. 

J. 35. Ritornando nnovamentc a ciò che fu sta- 
l>i li lo nel 5 . 18 , si vedrà , die avendosi nu radicale 

della seguente forma \ aT , 1 * esponenziale frazionaria 
LI * 

che le corrisponde sarà a‘ m = a" ; la qual cosa di- 
nota , che : Se mai l indice , e t esponente generale 
della quantità sotto al segrto mdicale si moltiplichino per 
uno stesso numero , cioè che questa si elevi a quella 
potenza pel grado della quale si moltiplica l indice del 
radicale ; la quantità radicale che per tal modo si ot- 
tiene pareggerà la proposta. 

§ . 36. Ciò premesso , se mai si abbiano i due 

radicali : V ° m e \ lr f 

si vedrà eh’ essi ridotti ad esponenziali diverranno ri- 


spettivamente a e a 

o pure e ^ * riJ,,cansi 

gli esponenti frazionari al medesimo denominatore -, o 

finalmente a \/<n e V' Ire, passando di 

nuovo da esponenziali frazionari a radicali. 

Donde si rileva , che : Due radicali cT indice di- 
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verso , possonsi ridurre a due altri rispettivamcnli ugua- 
li a' proposti , e deir indice stesso, prendendo per insli- 
cc comune de radicali ridotti il prodotto degt indici de' 
radicali proposti , ed elevando la quantità eh' è sotto al 
segno di ciascun di questi alla potenza dinotata doli c- 
sponcnte dell altro. 

J. 3y. Che se l’ indice dell’ un radicale riuscisse esat- 
tamente divisibile per 1' esponente dell' altro , sarà fa- 
cile il comprendere , che la suddetta riduzione de’ ra- 
dicali si otterrà : Moltiplicando l intlice minore per quel 
quoziente che si ha dividendo per esso l indice maggiore ; 
ed elevando alla potenza dinotata da tal quoziente stes- 
so la quantità sotto il segno di quel radicale. 

Cosi \/ n*, e \'l ridotti all’ indice stesso diverran- 

4 4 

no \ «’i evi 1 ' E ciò clic si è stabilito nella pre- 
sente regola è immediata conseguenza del §. i6 , e del- 
1' ordinaria teorica per la riduzione de’ fratti allo stes- 
so denominatore. 
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CAPITOLO in. 

DEL SEGNO CORRISPONDENTE ALLE QUANTITÀ’ 
ALGEBRICHE DOPO LE OPERAZIONI ARITMETI- 
CHE CHE SI FANNO CON ESSE, CIOÈ SOMMA, SOT- 
TRAZIONE, MOLTIPLICAZIONE, DIVISIONE, ELE- 
V AZIONE A POTENZA , ESTRAZIONE DI RADICE. 

5 . 38. Le quantità algebriche potendo presentarsi 
nel calcolo col segno -J- , o col — * , come si è di so- 
pra veduto * ; bisogna perciò porre ad esame qual' el'-* g. ai. 
fetto produca ne' risultamenti delle calcolazioni suddet- 
te questa diversità de’ segni . Primieramente , per ciò 
che riguarda la Somma , è chiaro , che nessuna alte- 
razione possa indurre nel risultamento di essa la di- 
versità del segno de' termini analitici da sommarsi ; 
mentre la natura stessa dell’ operazione indica chiara- 
mente , che le quantità date debbano comprendersi nel- 
la somma col segno stesso che avevano. 

È chiaro ancora , che nella Sottrazione , qualun- 
que sia il seguo della quantità su cui si opera la sot- 
trazione , se quello dell' altra che se ne sottrae sia po- 
sitivo , cioè + , debliasi esso cambiare in — , come 
sta detto nel g.ai ; cioè che da A sottraendo + B , la 
differenza dehba essere A — B , qualunque era il se- 
gno della A, 

Resta ora a vedere cosa avvenga allorché da A si 
sottrae — B. Or in tal caso c chiaro , che aggiugnen- 
do a queste due quantità una stessa quautità -f B , e 
poi eseguendo la sottrazione , non debba soffrir cam- 
biamento la differenza cercata ; che perciò la differen- 
za tra A e — B sia qnanto 1’ altra tra A q- B e 
— B 4 - B, cioè tra A + B e zero , e quindi uguale ad 
A-^-B, Adunque per eseguir la sottrazione di — // da A , 
conviene aggiungere ad A il — B col segno carnbia- 
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to . Ma la stessa aggiunzione col cambiamento di se- 
gno si è già veduto aver luogo nell’ altro caso ove da 
A voleva sottrarsi -J- B. Adunque generalmente : fa. 
tendo sottrarre ma quantità algebrica da un'altra , bi- 
sogna cambiare a quella da sottrarsi il segno nelT op- 
posto , cioè il -f- in — , o il — in , ed nggìugn cr- 
ia alt altra donde vuol sottrarsi. 

5.39. Passando adesso alla moltiplicazione, potremo 
prendere come Postulato, che -|- A X 4- B = 4- AB ; 
resta adunque a vedere qual segno tocchi al prodotto 
di 4- A per — B , o di — A per — B. Or nel pri- 
mo di questi casi è chiaro, che il segno del prodotto 
non possa essere poiché altrimenti un tal prodotto 
sarebbe identico all' altro di 4* A per -{- B ; e quindi 
essendo pnr identici i fattori A e -f- A , lo dovreb- 
bero anche essere gli altri due 4- B e — B -, dal che 
si trarrebbe, con aggiugnervi di comune 4- B, oB s= o. 
Che perciò il prodotto di + A per — B dovrà esser* 

• $. 17-— AB *. Vale a dire , else ; Quando f un de' fattori 

è negativo , il prodotto sarà anche negativo. 

Finalmente , con un ragionamento analogo al prò. 
cedente si rileverà , che il prodotto di — A per — B 
debba essere AB ; mentre supponendo eh' esso fosse 
— AB , verrebbe a confondersi con quello di 4- A per 
— B\ che perciò sarebbe come poc’anzi 4 -Bem—B, 
e a B — o , cioè : Quando i due fattori sono negativi , 
o sia affetti dal segno — , il prodotto risulta positivo. 

J. 4 o. E dalle considerazioni del 5. precedente si 
rileva la regola ovvia pe’ segni nella moltiplicazione , 
cioè che : Gli stessi segni danno 4- per segno del pro- 
dotto , ed i diversi danno — . 

J. 4 >. Or siccome ogni potenza non è thè un prò. 

* J- a 5 . dotto successivo di fattori uguali * , segue perciò dalla 

regola precedentemente stabilita, che : Sara sempre 4. 
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il legno di una potenza di grado pari di una quantità, 
sia questa positiva , o pur negativa : e se il grado della 
potenza i impari , avrà essa lo stesso segno che avea la 
radice. 

J. 4*- Dalle cose poc’ anzi dette ti rileva pure , 
elle volendoti scindere un prodotto affetto da -j- iti due 
fattori, sia dubbio se questi debbano aTere ciascheduno 
il segno -f- , o pure il — , e che sari anche dubbio 
se la radice di grado pari di una quantità positiva deb- 
ba essere affetta dal segno -|- , o dal — ; che perciò 
in simili rincontri si prefigge a que' fattori o a questa 
radice il doppio segno + . Ed è anche manifesto dal 
paragrafo precedente, che sia impossibile la radice pa- 
ri di grado di una quantiti negativa , ossia affetta dai 
*— , mentre si è veduto che quella quantiti non può 
giammai aver luogo come potenza pari di un' altra : 
che perciò dagli Analisti a questa specie di radici, che 
occorre considerare nel calcolo algebrico , si è dato 
il nome d' impossibili , o più comunemente di Radici 
immaginarie. 

$. 43- Le considerazioni stesse stabilite pe' segni 
nella moltiplicazione , traggono con loro , per imme- 
diata Conseguenza la Regola pe' segni nella Divisione. 
Imperocché essendo AB — + A X + B,è egli chiaro 
che se -f- AB si divida per ì A debba corrispondente- 
mente risultarne per quoziente l'altro fattore ì B ' , 
cioè che: Dividendo AB per -{-A il quoziente è -J- B ; 
e dividendo -J- AB per — A , dovrà esser — B il quo- 
ziente. E siccome — AB = — A X + B , si vede per- 
ciò , che dividendosi — AB per -J- B debba risultarne 

* Si avverta che di questi doppj segni , bisogna 
una volta prendere i due superiori, ed uo' altra i due in- 
feriori ; e così più appresso in questo medesimo paragr. 
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per quoziente — A -, ed al contrario , prendendo per 
divisore di — AB il lettore — A, il quoziente dovrà es- 
tere l' altro fettore -f- B. Vale a dire, clie del pari die 
nella moltiplicazione : Allorché il dividendo e l divisore 
hanno lo stesso segno , il quoziente è positivo ; ed è ne- 
gativo se quelli abbiano segni diversi. 
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CAPITOLO IV. 

DELLA DIVERSITÀ’ CHE PASSA IRA LA MATU- 
RA DELLE OPERAZIONI ALGEBRICHE , E QUEL- 
LE ANALOGHE DELLA VOLGARE ARITMETICA. 


$. 44. L’Algebra essendo , come fu da principio 
detto, un’ Aritmetica universalizzata, conviene che nel 
trattar di essa si abbia sempre la mira a mostrare la 
corrispondenza, o la diversità tra le operazioni che si 
eseguono col calcolo aritmetico, e le corrispondenti ad 
esse nel calcolo algebrico; che perciò sebbene quello 
che saremo per dire nel presente Capitolo si possa age- 
volmente rilevar da chiunque pongasi a riflettere su 
quanto ne’ precedenti si è detto , nulladimcno non abbia- 
mo stimato inopportuno pe’ giovani , che ciò sia ad es- 
si manifestamente esposto . Intanto è uopo stabilire 
prima di ogni altra cosa le seguenti Definizioni di al- 
cune voci. 

J. 45. Per Monomio , o Termine Analitico s’ in- 
tende una qualunque espressione di quantità algebrica 
non interrotta da segni . Tali sono le quantità 

- , , ; m.a x x'\*q 

3a*a:y, A a \f q , , ec. 

5- 46. Piu monomj scritti l’un dopo l’altro, ed 
enunciati, o presi come una sola espressione algebrica, 
diconsi Polinomio. Ed ogni Polinomio prende poi più 
specialmente il nome di Binomio , Trinomio , Quadri- 
nomio , ec. dall’ esser due , tre , quattro , o più i ter- 
mini che compongono 1’ espressione che lo dinota. 

Cosi 3 a'b — 5jtjc è un Binomio. 

3 a'b — 5ry + 4 a è un Trinomio. 

3 a'b — 5 tv -p 4 * — 4z‘ è un Quadrinomio. 

$. 4"- Or poiché , siccome è chiaro , la natura 

della quantità rappresentala da uu monomio algebrico 


3 
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risalta dalle lettere accozzate che in esso ai contengo- 
no , e da' rispettivi esponenti di queste , senza che vi 
contribuiscano affatto i coefficienti, i quali servono so- 
lamente ad esprimere i moltiplici, o i summolliplici di 
una quantità , c senza che vi contribuiscano i segni , 
che conte si vide non sono che accidentali alle quan- 
tità , risultando essi dalle operazioni che su quelle si 
istituiscono , ne segue perciò, che ogni qual volta due 
monomj algebrici conterranno le stesse lettere, e per le 
identiche di queste gli stessi esponenti , variando poi , 
se cosi avviene , ne’ coefficienti , essi esprìmeranno in 
diversa quantità la cosa stessa; e se variano anche ne' 
segni , dinoteranno anche diverso stato di quella tal 
cosa. Adunque tali due monomj rapportandosi alla stessa 
unità , che può esser rappresentata dal complesso della 
parte letterale di ciascun monomio, si potranno ridurre 
facilmente ad un solo , con la somma de' coefficienti , 
se essi avevano il seguo stesso ; o col sottrarre dal co- 
efficiente maggiore il minore , dando al residuo il se- 
guo di quello, se tali monomj erano di contrario segno. 

Cosi per esempio i due monomj -f- 3a ] x -J- 5 a’x 
equivalgono a -J- 8a’x ; e gli altri ^ 3a’x + 5 a’x 
equivalgono a + a a’x. 

$. 48. Or questa operazione per mezzo della qua- 
le due o più termini analitici , che variano solo ne’ 
coefficienti e ne’ segni , ed i quali chiamatisi tintiti, ri- 
ducousi ad nn solo , dicesi Contrazione , o Riduzione. 

$. 49- Dalle considerazioni precedentemente sta- 
bilite si rileva , che la contrazione non possa aver 
luogo tra termini analitici che non sieno simili, come 
per esempio -f- in’x -j- 5a’x’, o pure -f- 3a’x -J- 5 b'y 
ciò noti ostante nulla impedisce che 1’ analista consi- 
deri queste quantità dissimili , cioè di diversa natura, 
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sommate Tana all' altra, o sottratte luna dall' altra, e 
quindi si abbia per le poc’ ami dette 
la somma -{- 3 a'x -f- 5a’x' 

la differenza -f- 3a’x — 5b‘y 

Ed ecco già una delle principali differenze tra le ope- 
razioni aritmetiche e le algebriche. L’Aritmetica non 
può istituir somma , o sottrazione , che tra quantità nu- 
meriche rapportate alla stessa unità , o ad unità corre- 
lative , e quindi tra quantità simili ; mentre 1’ Alge- 
bra estende tali operazioni anche alle quantità dissi- 
mili ; il che fa , che solamente questa sia suscettiva di 
espressioni quantitative polinomie , mentre la prima non 
riconosce , che solamente monomj ; poiché a tale stato 
riduce sempre uu numero qualunque di quantità simi- 
li la contrazione . 

§.5o. L’ altra essenzial differenza tra il calcolo arit- 
metico e 1' algebrico consiste , nel dar quello l' effettivo 
risultamelo delle operazioni che con esso si cercava- 
no , mentre questo non fa altro , come fu già detto 
nel $. ìG , che indicare in prospetto le operazioni a- 
rilmetiche da eseguirsi per ottener quel risultamento , 
allorché le quantità letterali si cambiassero in numeri- 
che . Cosi per esempio l’espressione 3n’x non è già il 
valore enunciativo del prodotto de' tre fattori , cioè di 3, 
del quadrato di a e di x , ma una semplice indicazio- 
ne di tal prodotto , il quale solamente si otterrebbe , 
allorché dando ad a , x i valori numerici , si eseguis- 
se il quadrato di a , e poi si molliplicas.e per 3 , e pel 
numero che vien rappresentato dalla x . Cosi elee è ma- 
nifesta la differenza tra il risultameuto di una operazio- 
ne aritmetica , e quello della simile operazione algebri- 
ca ; poiché il primo non è che individuale , o appar- 
tenente ad un sola di tali operazioni , mentre 1 altro 
è universale , e comprende tutti gli altri casi analoghi. 
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5 . 5i- Inoltre è anche chiaro , che ne’ risultamen- 
ti aritmetici non si possa scorger la via per la quale 
vi si è pervenuto ; e quando anche questa si sappia , 
5 ' ignora pure da quali dati si è partito ; mentre e 
quella e questi evidentemente si mostrano ne’ risulta* 
menti del calcolo algebrico ; vedendosi come in un 
quadro la natura delle operazioni che ha bisognato 
effettuare per ottenerlo , e le quantità che vi hanno 
servito di base . Cosi , per esempio , ritrovandosi il 
numero 36 per risultamento di un calcolo aritmetico, 
non si può da esso discernere con quante e quali ope- 
razioni siasi ottenuto , avendo potuto derivare ugual- 
mente per somma , per residuo , per prodotto , per 
quoziente ec. , o da queste operazioni in qualunque 
modo combinate insieme , e ciò in infiniti modi diver- 
si ; il ebe , quando anche fossero note le specie di o- 
perazioni che lo hanno prodotto , ci lascerehke tutta- 
via nell' oscurità degli elementi donde si è partito : ma 
al contrario 1* espressione algebrica 3a’x fa intuitiva- 
mente conoscere ad ognuno , eh' essa risulta dal pro- 
dotto del quadrato di a per la x preso 3 volte . E ciò 
basta per ora sul presente argomento . 
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CAPITOLO V. 

DEL CALCOLO ALGEBRICO. 

5- 5a. In questo Capitolo nel quale imprendo a 
trattare del calcolo algebrico, comprenderò nelle prin- 
cipali operazioni diverse di esso , le quantità in gene- 
rale , razionali o irrazionali , intere o fratte . E queste 
principali operazioni, sono, come nell* Aritmetica vol- 
gare, la Somma , la Sottrazione, la Moltiplicazione e la 
Divisione, delle quali cccodc parti tamente 1' andamento. 


DELLA SOMMA , E SOTTRAZIONE. 


§. 53. Per ciò che spelta alla somma, e sottrazio- 
ne delle quantità algebriche , non v’ è bisogno di sta- 
bilire alcuna regola , rilevandosi dal $. 38 , che la 
somma di esse si ottiene col disporle 1’ una dopo 1' altra 
col proprio loro segno , ed eseguendo poi la contra- 
zione tra i termini simili , se mai re ne sono : e che la 
sottrazione non è altro , che una somma della quantità 
da sottrarsi , col segno cambiato , all' altra donde si vuol 
essa sottrarre . Sicché basterà per tali due operazioni 
il recar qui il seguente 

Esempio. 


Espress. date 


t 3n’x — ;iy+ 4r\//— 5 >y\Jx 
| sa'x' — 5à'/*-f- — — 6/V x ’ 


Somma di «if 3a*x -\- 2 a'x * — 


frr 


zrsrri »*y+4Wz-| 


— >*/V* 


+ w* 
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$.?4' Ove è da notarsi solamente , che i quarti ter- 
mini delle espressioni date , cioè — 5/ V-*» e — 6 /V x *> 
i quali contengono per fattori quantità radicali , sono 
simili , sebbene non 1 apparissero a prima vista , per 

*. 

essere quello della seconda di esse , cioè — 6 y V x * 
suscettivo di riducimento a — » b» però bisognato 
eseguirs i prima una tal riduzione, ed indi la contrazione. 

§. 55. Chi volesse poi convincersi della verità di 
quella differenza , anche partendo dall’ ordinaria no- 
zione die di essa si ha , cioè che debita aggiunta alla 
quantità che si è sottratta produrre l'altra sulla qua- 
le si è operata la sottrazione , troverà ciò vero effet- 
tuando tal somma . 

$. 56. Allorché però nelle espressioni proposte 
per la Somma , o per la Sottrazione vi sono fratti ; 
i risullamcnti di tali operazioni sono ancora suscetti- 
vi di riducimento , del che tratteremo dopo di aver 
esposte le regole per la Moltiplicazione , c per la Di- 
visione delle quantità algebriche ■ 

DELLA MOLTIPLICAZIONE. 

5- 5y. In primo luogo sia da moltiplicare 
il monomio m.afxl 

per r altro n.b'y* 

ove m , n , p , q , r , t dinotino qualunque numeri ra- 
zionali . È chiaro dal 5 - 171 che il prodotto verrà 
dinotato da mn.ar b r xljr* 

Ciò posto , passiamo ad esaminare particolarmente le 
diverse forme che prende tal prodotto , secondo i segni 
e la qualità intera o fratta degli esponenti p , q , r , t. 

5 . 58. In primo luogo sia negativo l' esponente q, 
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sicché quel primo fattore si trasmuti nel fratto *•* $• 3o. 
è chiaro , che il prodotto di sopra indicato prenderà 

in questo caso la forma ^ ; donde si rileva , 

che : 

Un monomio J razionano si moltiplica per un altro 
monomio intero , moltiplicando il numeratore del frat- 
to per r intero , e ritenendo nel prodotto lo stesso de- 
nominatore del fattore frazionario. 

5. Sg. Ed essendo negativo anche 1* esponente t 
della y nell’ altro fattore , sicché questo si riduca ad 

ft 

— ; quel prodotto da prima ottenuto diverrà della 
mn.af’b' 

seguente forma ■■ x f~ T i e c, ° mostra , che : 

Due monomj frazionai 7 si moltiplicano tra loro , 
moltiplicando tra loro i numeratori , e tra loro anche 
i denominatori. 

$. 60. Che se 1* esponente q della x fosse stalo 
un fratto , per esempio — , sicché quel primo fatto- 
re si cambj in mn.af \ x* * , il prodotto di sopra e-* §• 17. 
spresso prenderà anch'esso la forma 


ma. aPby V ** 

E da ciò si rileva , che ; 

Un monomio razionale si moltiplica per un altro 
monomio radicale , moltiplicando il coefficiente di que- 
sto , cioè la quantità eh’ è fuori del segno radicale , 
per quel primo monomio. 


\ 
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5. 61 . E supponendo inoltre esser anche fra- 


zionario 1 * esponente t , ed espresso da -j- , sicché il 

/ 

fattore ove contiensi la y* sia della forma n.b'^y, in 
tal caso quel prodotto prenderà la forma 

mn. afb r \/x J 'X / y 


Or’ è da avvertirsi , che siccome i due fattori 
■ l 

V ** e 

* $. 36. ridotti allo stesso indice * corrispondono a 
>/ •/ 

V x*' e y y 

il cui prodotto è V “ ; cosi quel prodotto già in- 
dicato di sopra diverrà 

mn.afì/~\/ x u y* 

Cioè a dire , che : 

Due monomj radicali ti moltiplicano tra loro , ri- 
duca! do prima que radicali allo staio indice , e poi 
moltiplicando tra loro i cornicienti di questi , ed an- 
che tra loro le quantità tatto a' segni de' medesimi ra- 
dicali. 

5- 62 . Che se i fattori proposti fossero nel tem- 
po stesso radicali e frazionari , si otterrà il prodotto, 
com è di per se chiaro , combinando insieme le re- 
gole date ne’ numeri precedenti. 

5- 63. Operando nell' anzidetto modo si troverà , 
che il prodotto de’dne monomj 
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3a'\/x' «V* 

ai’Vx 4'V ul 

Sa'c\/x*z' 

Sia 

SAVV'u '/ 1 

J. 64- Sicché per U moltiplicazione de' monomj 
algebrici non resta altro caso a considerare. 

J. 65. Suppongasi ora che sia polinomio l’ un de’ 
fattori ; risulterà il prodotto di esso per l' altro fattore 
monomio , dalla somma de’ prodotti palliali di ciascun 
termine di quel polinomio per questo monomio : e 
I’ operazione a farsi per questo caso rientrerà perciò 
nel precedente , come lo mostra 1’ esempio , che or 
segue : 

Fattori f 3«*x— 4*V+5Vr* 

| a a’y 

Prodotto Qatxy — ia'b'y' -\-ioa'y^Jx' 

$. 66. Finalmente essendo polinomj ambo i fatto- 
ri , risulterà il prodotto di essi , com' è chiaro , dalla 
somma de’ prodotti dell’uno, per ciascun termine dell’ 
altro ; del che ecco ne un esempio ; 
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Fattori | 3a '- r — 4 %+ 5 V-r‘ 

i oa'y —4 q\Iy 


PrenlottoS 6a*xy— ta'b'y+ioayyjx' 

^ ' — iaaVyjrV/+ i&b'qy\ty — aoi/\Jx*y' 

Prodotto | Ga^xj'-— 8a’iy*-f- ioa'jr\/x'~ 1 ia'qx\Jy 

ttl ^ e ' -f* 

J. 67. Ed è d* osservarsi , cl»e sebbene sia ar- 
bitraria la maniera di disporre i prodotti parziali , 
pure conferisce in alcuni casi alla contrazione , ]' or- 
dinarli in modo , che i termini simili si corrispon- 
dano in una stessa linea verticale : 


Fattori 


Pr- P«r- | 


a -f- b 
a — - b 


a' 4- ab 
— ab — b' 


Pr. tot. a * * — b' 

5. 68. Questo risultamento mostra per intuizio- 
ne , che : 

Moltiplicandoti la somma di due numeri , per 
la loro differenza , si ottiene la differenza de' quadrali 
di gite' numeri stessi. 

§. 69. Pc' due precedenti casi della moltiplicazio- 
ne conviene avvertire , che ove avvenga , che un de' 
fattori , o pur tutti due sieno quantità frazionarie, o 
pur radicali , si dovrà alle regole in essi date per ot- 
tenere il prodotto , accoppiar quella stabilita nei pri- 
mo caso relativamente a tali specie di quantità ; le qua- 
li regole sebbene ivi si vrggano stabilite specialmente 
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pe’ monomj , pare ognun rileva fàcilmente , che nien- 
te impedendo perché ciascuna di quelle lettere che in- 
dicava un monomio , o un suo fattore , rappresentas- 
se un polinomio qualunque , si possano perciò esse ad 
ogni specie di poliuomj algebrici estendere . Ed i se- 
guenti esempj mostreranno in prospetto 1' uso delle 
medesime :■ 


(3«»-4*V) x 


4? _ (3a'r — ji'f) X (aay -f 4f) 

3m , -i-4n‘ 3m*+ 4»* 


Go'x'j- — 80’ay 1 -!-! ia’qx-ni 6 b'qjr 
. 4«* 

3«Vr— 44’/ v- _ (3a* J — 4*» X ( a xy + 4 ? ) 

a'—b' X 3m--t-4n’ («’— b’) X (3«s*+ 4'»*) 

Ga’x'y — éò/jK’-f- 1 ig'qx — 16 b'gy 

13 3«’js’— 3é’as*-|-4 a,n ' — 4é’n* 

(3a’x— 4ò’/)X3/ V(» jr /+4<)=<9 a,x /— 1 aA V ) V(»*/+4?) 

e=9a’xgV(a x J'+4»>— 

(3a-*— 44 , Vjr)x3rV( lj y+4?)=9 o ' 3 yV , ( lj y+4?) — «♦VVtar’+teO 


CELLA Divistone. 


$, no. Vogliasi ora dividere il monomio 
m afxl per l' altro n.lff 
ove similmente sieno m, n, p, q, r, t numeri qualunque 
politivi o negativi , interi o fratti ; il qu oriente ver- 
m.aFx* m ofxf 

rà espresso dal fratto n ^ ~T* ~pp * S- »8. 

5 . ji. Or suppongasi , che l’esponente q sia ne- 
gativo , sicché il dividendo m-o^r-v si camhj nel frat- 
to i il qu oliente poc' ami ottenuto ti trasmuterà 


.. ». 1 m a? 

aach esso m 11 altro — -pr^p 


dal quale si rileva, 
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che : per divida* un j rutto per un intero , bisogna mol- 
tiplicare per quelT intero il denominatore del fratto. 

J. 72. Che se fosse pur negativo l'esponente t , 
sicché il divisore proposto sia anche frazionario , ed e- 


spresso da , quel quoziente sarebbesi cambiato in 


m a? 

— — » — 
n 


xv 


y 

ed introducendo nel numeratore e denominatore di tal 
*5. 19. fratto il fattore y* } il che non altera il suo valore *, 

esso diverrà — « —■ . Donde si rileva, che; 

n tfx't 


11 quoziente di un fratto per un altro , corrisponde al 
prodotto del primo per lo secondo rovesciato. 

j3. Che se ambo gli esponenti q , / sieno fra- 


zionar) , ed espressi uno per esempio da 


2 

1 


V altro 


da » — \ sicché le espressioni proposte a dividersi sie- 
110 (Mia forma 


m a p \ x* cd 

« j 

36. o pure m.a? \ x* ed 
il quoziente cercato sarà 


n.lf \/ y 
n.b' ty/ 


m a * Jj . t * 

— x-rrV -r 

n br y' 

dcmlc si ha la regola per dividere due monomj radicali , 
« lie consiste in : Divider* tra loro « coefficienti , e Irà 
biro le grandezze sotto de segni radicati , ridotti prima 
questi alt indice stesso . Ed una lai regola combinata 
con la precedente , darebbe 1' altra pel caso che fosse* 
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ro nel tempo stesso radicali e frazionari i termini dati . 

7 4. E non è fuor di proposito di qui avvertire , 
che tutte le precedenti regole per la divisione de' no- 
nomj algebrici , avrebbonsi potuto anche rilevare da 
quelle gii date per la moltiplicazione, partendo dal prin- 
cipio , che il quoziente debba essere tal quantità , che 
moltiplicata pel divisore riproduca il dividendo . Dal 
qual principio è anche facile rilevare , che : Volendo- 
ti dividere un polinomio per un monomio , bisogni dividere 
ciascun termine di quel polinomio per tal momonio. 

5 . •jS. Dal principio stesso ricaveremo la regola per 
la divisione di un polinomio per un altro . 

Sia dunque A -J- B -J- C -f- ec. un polinomio da mol- 
tiplicarsi per 1' altro M -f- N -pec. Egli è chiaro dal $-66, 
che il prodotto cercato debba risultare da'seguenti pro- 
dotti parziali , cioè 

A X [ M + N + ee. ] 

BX[M + N+ «.] 

C X [ M + N + e«- 3 

da' quali prodotti parziali si rileva per intuizione , che 
l’A termine dell' un fattore entri per moltiplicatore 
in tutt’ i termini dell' altro , c similmente il B , e 1 C . 
Adunque volendo dividere quel prodotto totale pel fatto- 
re A -f- B -j- C ec. ; se prendasi in quello un termine 
qualunque che sia divisibile per A , il quoziente dovrà 
essere un de' termini dell' altro fattore, per esempio, M; e 
questo moltiplicato per l' intero divisore A B -J- C -f- ee. 
dovrà avere nel dividendo proposto tanti termini di rin- 
contro , co’ quali si dovrà perciò distruggere eseguen- 
do la sottrazione dì tal prodotto dal dividendo , a me- 
na che la contrazione non avesse fatto scomparire qual- 
che termine in quel dividendo , nel qual caso la pre- 
sente sottrazione vel restituirebbe . In seguito della fi- * 

V* 
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nora descritta operazione dorranno , nel residuo che 
■i ottiene , sparire Uitt’ i termini che conteneano la M , 
non restandovi clic solamente quelli che risultavano dal 
prodotto di A -f- B -f- C -f- ec. per N -f. ec. ; che perciò , 
preso in tal residuo un termine divisibile per quello 
stesso A del divisore , ed eseguita la divisione di quel ter- 
mine per questo, si avrò un altro quoziente N, che simil- 
mente moltiplicato per l’ intero divisore A B C -}-ec. 
dovrà trovare nel residuo di poc' anzi , che ha fatto da 
dividendo, altrettanti termini di rincontro, co’ quali 
si distruggerà per la sottrazione , dando luogo ad un 
nuovo residuo , in cui non dovrà più trovarvisi nè 
mcn per fattore la N : e cosi in seguilo . 

§. 76. È facile il rilevare dal già detto , che la 
divisione non possa tentarsi , che nel solo caso , che 
sienvi lettere comuni al dividendo ed al divisore ; e 
che T operazione incominciata si arresterà quando ciò 
si trovi non aver più luogo . Sicché dopo le cose e- 
spnste nel precedente paragrafo , potrà stabilirsi per tale 
operazione la seguente Bcgola : 

Per divìdere « n pili riunì) per un altro , jz ordi- 
ni il dividendo e 7 divisore per rapporto ad una stes- 
sa lettera 1 , e poi si divida il primo termine del divi- 
dendo fter lo primo ilei divisore , il quoziente che si ha 
si moltiplichi />cr r intero divisore ; e tal prodotto si 
sottragga dal dividendo. Indi onlinato il residuo per la 
stessa lettera , si continui la divisione come poc' ami , 
Jìnchè o si abl/ia per ultimo residuo il zero ■ , o pu- 

1 Cioè si dispongano i termini deli’ uno e dell' altro 
secondo gli esponenti di questa lettera . 

1 11 che dinoterà ciré quel divisore era effettiva- 
mente un fattore del divideudo, l'altro de' quali vieo di- 
notato dal quoziente . 
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re li pervenga a tal residuo , cìie non possa più con- 
tinuarsi la divisione < . 

5. 77. Per ora supporremo ne' seguenti due esem- 
pi aver luogo il primo de' suddetti casi . 

Esempio I. 


Divisore 

5o' — •xa'b+fa'b' 
Quoz. a‘ — 4a‘b+ab‘ 


Dividendo 


5 a’ — aaa'A-f-iaa'i’ — Ga'i’ — 4«'A*-j-8«4 1 * * 


5j> — aa‘A-|-4<i , A’ 


1 . Res. 

— ao cfb -f 8 a*b * — - 1 

a. Res. 

«4» \fya^b % — 


-+•10 a' A 5 — 4 1,, ^+® a ’^' 

3. Res. 

O Q O 


Le espressioni date si sono ordinate per rapporto alla 
lettera à , c la divisione si nel dividendo proposto , 
che in ciascuno de’ residui , si b sempre fatta pel ter- 
mine 5 a 4 posto iu primo luogo nel divisore . 


E s E m r I o li. 


Divisore 


Dividendo 


Oteòz, a'+a'b+ab'-\-b' 

X 1. Ras. 

• AÉ». 

a. Re». : . • V 

* e: • 

3. Res 


a'—b* 
a* — a'h 


-\-a'b — A 4 
■4-a’A — a'b' 


-\-a'b ' — b* 
-f-a’é’ — ab * 


-4 -ab' — A’ 
r b y —b* 


l Res » 0 

’ Del qual caso ragioneremo di qui a poco nel se- 

guente Capitolo , 
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CAPITOLO VI. 


CONSEGUENZE CHE DAL PREC, CAPITOLO TRAG- 
GONSI PER LA RIDUZIONE DE’ TRATTI. 


P+O P O 

* S 7I $■ 7 8 - EsmiJo — = -y- ± y * *> vede , 

che : incontrandosi nel calcolo fratti dello stesso deno- 
minatore , la loro somma , 0 la differenza deli un di 
essi dair altro , supposto che sien due , si ottiene col 
sommate 0 sottrarre i loro numeratori , conservandovi quel 
denominatore comune , 

5 - 79. Or tulli i fratti che non hanno un comu. 
ne denominatore , possono ridursi ad averlo ; e per con- 
seguenza nel sommarli insieme , o nel sottrarre F un 
dall' altro , potrà sempre aver luogo ciò che si è qui 


„ , . M P . , . 

sopra indicato . Di fatti sieno c yy- 1 fratti pro- 
posti ; si potrà inserire nel numeratore e denominato- 
re del primo il fattore Q dinotalo dal denomtnatora 
dell’altro fratto t senza che si alteri il valore di quel. 
*J. 29- lo " ; e viceversa si potrà inserire nel numeratore e de- 
nominatore del secondo fratto il fattore N dinotato dal 
deuomiuatore de) primo , senza alterare il valore di 
questo secondo fratto . Ed è poi chiaro , che per tale 
operazione i due fratti che si ottengono , avranno per 
1 omuiic denominatore il prodotto de’ denominatori de’ 

. , . . . IMO NP 

tratti dati ; ed essi saranno 1 seguenti ^ ^ ( -^-y • A- 

dunque estendendo mano mano questa riduzione a più 
tratti dati , e deducendonc la regola generale per ese- 


guirla , sarà questa la seguente : 

j. 80. Per ridurre due o più fratti ili diverso de- 
nominatore ad altrettanti dello stesso denominatore , ed 
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uguali rispettivamente a' proposti ; bisogna premiere per 
comune denomi/iatorc de' fratti ridotti il prodotto de' de- 
nominatori de' fratti dati ; e 7 numeratore di ognun di 
questi sarà espresso dal prodotto del numeratore del frat- 
to dato corrispondente ad esso , pc denominatori di tutti 
gli altri fratti dati . 

Cosi se fossero dati i fratti 

M P R 

N (7 S 

i loro corrispondenti fratti ridotti saranno 


MQS NPS NQR 

NQS NQS NQS 

5- 81 . Che se i fratti proposti fossero stati della 


M P 

seguente forma . — — , i denominatori de’ quali 


hanno il fattore comune Q, è chiaro che per ridurli 
allo stesso denominatore basterà semplicemente il mol- 
tiplicare i termini del primo fattore per R , e quelli 
del secondo per N , cioè ciascuno di essi per que’ fat- 
tori non comuni ai loro denominatori. Di tal che , se 

M P 

i fattori proposti fossero stati — q s — , ne’ quali a di- 


rittura il denominatore Q del secondo sia un fattore 
di quello NQ detonino, sarebbe stato sufficiente ad 
eseguir la riduzione di tali fratti allo stesso denomina- 
tore il moltiplicare i termini P , Q del secondo frat- 
to pel quoziente N che si ha dividendo il denomina- 
tore NQ per 1’ altro Q. 

J. 8 a. E s’intende pur facilmente, che volendo 
ridurre un intero allo stesso denominatore di un frat- 
to , bisognerà moltiplicare 1 ' intero per quel denomi- 
natore ; sicché volendo sommare insieme quell’ intero 
a 1 fratto , o pur sottrarre l’ un di essi dall ’ altro , si 
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perverrà a questo risultamento dopo di aver eseguita 
]a poc' anzi detta riduzione. 


Cosi l’ intero M e '1 fratto — - presi insieme cor- 
nspon lono all espressione — — — . Ld al contrario , 


se si fosse ottenuto in seguito di una calcolazione una 
c-pressione della forma poc’ anzi detta ; eseguendo la 
divisione del numeratore per lo denominatore Guchè 
* 5 - 76 . è possibile * , si tornerebbe ad avere l'intero M , c il 
p 

fratto — q- . E ciò può servir di compimento a quel- 
lo che fu detto iutomo alla divisione nel §. yG , fa- 
[ cendo vedere , che tutte le volle che la divisione dopo 
essersi continuala fino ad un certo segno viene ad ar- 
restarsi , ciò dinota , clic il dividendo era una espres- 
sione la quale risultava dal riducimeuto di uu iutero 
e fratto tutto a fratto ; che perciò si compirà l' e- 
spressione equivalente a tal divisione , cioè il quozien- 
te di essa , aggiungendo all' intero di già ottenuto la 
frazione ebe ha per numeratore il residuo di quella 
divisione , e per denominatore il divisore proposto. 

$. 83. Or poiché non si altera il valore di un 
fratto distruggendo ne' suoi termini i fattori comuni , 
■J. ag. se ve ne sieno * , ognun comprende , che per tale o- 
perazione esso possa rendersi più semplice ; che per- 
ciò prenderà la forma semplicissima di cui è suscetti- 
vo , allorché sicnsi a dirittura distrutti tutti i fattori 
comuni a’ suoi termini , cioè quando il suo numerato- 
re e denominatore siensi divisi pel prodotto di tutti 
quei fattori , il qual prodotto dicesi massimo cornuti di- 
visore. Laonde la ricerca di questo massimo cornila di- 
visore è di estrema importanza nel calcolo algebrico , 
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poiché per meno di essa talune espressioni fraziona- 
rie posscnsi presentare nel calcolo iu forma semplicis- 
sima. Ed in generale qui avvertiremo di passaggio , 
che non conviene mai nel calcolo algebrico tralascia- 
re di eseguire tutte quelle riduzioni delle quali una 
formula é suscettiva , e che rendono il progresso del- 
la calcolazione più semplice. 

$. 84 . La stessa definizione del massimo coraun 
divisore basta a mostrare il modo da rinvenirlo nelle 
quantità nionomic ; poiché è chiaro , che si otterrà pren- 
dendo tutti i fattori comuni ad esse , che sono facili 
a ravvisarsi , c moltiplicandoli tra loro . Cosi il mas- 
simo comun divisore Ira le quantità 

3 à'x’y e 1 o a* x’ q 

è evidentemente 3 a'x' , eh’ è il prodotto de* fattori 
3, ri’ , x 1 comuni a quelle quantità proposte. 

5- 85. Nel caso poi che le quantità tra le quali 
si vuole il massimo comun divisore fossero pulimonio 
i prineipj su cui é fondata 1 ' anzidetta ricerca sono i 
seguenti : 

5. 86. I. Se una quantità divide esattamente due 
altre quantità , dee anche dividere esattamente il residuo 
della divisione deli una di quelle per t altra. 

Cioè sieno M , N quelle quantità , ed N dividen- 
do M dia per residuo R ■ sia poi D il divisore comune 
di M ed N ; dovrà esserlo anche di R. 

Imperocché chiamando Q il quoziente della divi- 
sione di M per N , sarà per la natura di que-ta ope- 
razione M = NQ -f- R ; e quindi M — NQ ■=■ R , ed 


M— NO R . ... 

i = Or il primo quoziente si suppone esal 


tu, poiché le M ed N sono divisibili per D ’. Adunque’ J- "4- 
dovrà essere anche e- alto il quoziente di R per D. 

E questo principio , come tra poco si vedrà , é 
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fondamentale per la ricerca del massimo comnn divisore. 

5- 8y. II. Non si altera il comun divisore di due 
quantità date , se f una di esse si moltiplichi , o pur si 
divida per quantità che non sia fattore delC altra. 

Il qual principio che serve al couducimento a fi- 
ne dell’ operazione per la ricerca del massimo comun 
divisore, è un'immediata conseguenza della definizione 
di esso. 

Così il comun divisore tra le quantità MNQ ed 
MNP è MN , e continua ad esser tale introducendo in 
una di esse la X per fattore , e Dell’ altra la Y , sic- 
ché quelle divengano rispettivamente MNQX , MXPY. 
E continuerà pure ad esser lo stesso \1N il massimo co- 
mun divisore , se in queste quantità si distrugga nella 
prima il fattore Q , e nella seconda l' altro P , sicché 
divengano MNX , MNY. 

J. 88 . Ciò premesso , sicno A , B le quantità tra 
le quali si cerchi il massimo comun divisore ; e divisa 
A per B si abbia per quoziente Q e per residuo R : 
per cui dividasi B per R , e si abbia di nuovo per 
quoziente Q' e per residuo R' j dovrà lo stesso comun 
*J. 86 . divisore esserlo anche di Red R": che perciò divida- 
si R per R', e si abbia il quoziente Q" e ’l residuo R". 
dovrà tra questo residuo e ’1 precedente R' esservi an- 
che lo stesso comun divisore che tra A , B ; e cosi 
successivamente. Or se avvenga che quell’ ultimo resi- 
duo R" sia zero , allora il comun divisore tra R , R' 
dovrà essere lo stesso R' : ed é facile il comprendere , 
eh' esso debba essere il massimo che vi sia tra quelle 
grandezze ; che perciò sarebbe questo il massimo co- 
mun divisore tra A , B. 

5- 89 . E dal ragionamento tenuto nel precedente 
numero si ricaverà facilmente la seguente Regola ; 

J. 90. y olendo il massimo comun divisore tra due 
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espressioni date , bisogna dividere F una di esse per l' 
altra , e poi questa pel residuo ; ed indi questo residuo 
pel nuovo residuo , e cosi successivamente , finché otten- 
gasi per ultimo residuo il zero , nel qual caso F ultimo 
divisore sarà il massimo comun divisore cercalo tra le 
quantità date. 

91. E semai avvenga , che dopo un certo nu- 
mero di quelle divisioni successive giungasi a tal resi- 
duo , che non possa affatto dividere quello che lo pre- 
cede , sarà questo il segno che le quantità proposte 
non abbiano comun divisore. 

J. 93. Conviene avvertire per riguardo alla re- 
gola di sopra data , che ogni qual volta si ravvisi in 
una delle espressioni che fa da dividendo o da diviso- 
re mi qualche fattore di essa clic non Io sia dell' al- 
tra , converrà sopprimerlo , per render più semplice 
1 ' operazione *. Ed al contrario tutte le volte che si os-’ J. 87. 
servi die nel cominciar qualche una della successive di- 
visioni , non si possa esattamente dividere il primo ter- 
mine del dividendo per lo primo del divisore , converrà 
per tal oggetto introdurre per fattore nel dividendo quel- 
la quantità che rende fattibile tal divisione. Le quali 
cose lo mostreranno assai meglio i seguente esempj . 
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i.Div j 

a y 4-a’c— 

ab' 

— b'c | Quantità 

date. | a 

1 4- aie — ab' 4- b'c 

— be' — ac' 

1 



Quo*. 1. 

a’ 

'4 .a'c — ab'— b'e 







1. Res. 

— a'c 4- afe 4- a b'c 

: — bc* - 

—ac* 


a 1 — ab — 

iab' 

4- abe 4- a’c 

div. per c 

— a* 4- ai 4 " ai’ 

— bc —ac ja.Div. 

a. Rts. 

4-a‘i 4- 

ab * 

— afe 4. i’e 



1 

Qtoz.— a 

div- per 

1 + 

ai ■ 

— ac — ic( 3 . Div. 


— a' —ab 4- ai 

4 -ie 




( 

Qoo*.— 

1 3 . Su. 

ani — aae 

4- ai’. 

— 2 bc 


4 - a’ 4 - ab— ac — bc 
91 4 • Rei q 


cioè (ai— ac) (o-j-i) 
e quindi a -J-i | 4 - Di*-’ 

Qcoz. a — e 


Laonde il quarto divisore a + A, che dividendo il 
precedente a' 4- ai— ac — bc ha dato per 4 e - residuo 
aero ; sari il maliimo comun divisore cercato tra le quan- 
titi proposte. 


Digitized by Google 


Elimehtaxe 


* 47 Ln. 1. 


SPIEGA DELLA PRECEDESTE OPERAZIONE. 

5- 9$. I. Si è divisa 1' una delle quantità dite , 
quella a destra per 1' altra a sinistra , e si è oltennto 
per quoziente 1 , del quale non ai tien conto , come 
anche de’ seguenti , che perciò non più nomineremo ; 
e per 

1°. Residuo — a’c-J-aAc-f-aA’c— -A c* — oc’ 
nel quale si è soppresso il fattore e , che non molti- 
plica l’altra espressione data * , sicché esso è divenuto* $■ 87. 

— a* ^-ab + aA* — bc —ac 
e per questo si è divisa 1’ altra espressione data , cioè 
quella a sinistra ; dalla qual divisione è risultato il 
11°. Residuo a’A-f-aA* — abc — b'c 
in cui si è soppresso il fattore b , e poi si è per esso 
diviso il precedente residuo , e si è cosi ottenuto per 
III®. Residuo aoA — aac-|- a b' — a bc 

cioè , scindendolo in fattori 

( ai — ar ) ( a -f- b ) 

E soppresso in questa espressione il fattore (a b — ac) , 
si è diviso il secondo residuo per a -)- A , la qual di- 
visione eseguendosi senza residuo , dinota perciò che 
a-f-A sia il massimo romun divisore cercato. 

5. 95. La presente operazione avrebbe anche po- 
tato terminare dopo essersi ottenuto il U° residuo , se 
d' allora si fosse riflettuto , che questo poteva scin- 
dersi ne’ fattori ab — Ac ed a -(-A, nel qual caso sop- 
presso il fattore ab — Ac , si sarebbe trovala esattamen- 
te eseguibile la divisione del 1° residuo per a + A ; e 
perciò a A si sarebbe veduto, ha da questo punto, es- 
sere il massimo comun divisore tra le espressioni date. 

E ciò può servire a mostrare a’ giovanetti di quanta 
importanza sia ad abbreviare la ricerca del massimo 
comun divisore , il considerar bene le quantità su cui 
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si operano le divisioni , per liberare a tempo 1’ una 
di esse da que' fattori monotnj o polinomj che non so- 
no comuni all 1 altra . 

Esempio 11. 

J. 96. Determinare il mattino comun divisore , te 
pur ve nc ha , tra le date quantità 

M x‘ — x s — 4 x4 + ajc> + 5 x’— x — 1 
N 6 x i — 5x 4 — i6x’ -4- 6tr’ -f iox — 1 
le quali veggonsi già ordinate per rapporto alla x. 

Si moltiplichi l’una quantità data M per 6 coef- 
ficiente del primo termine dell’ altra N , che non i fat- 
tore di questa ; e poi un tal prodotto si divida per 
la N , si avrà il 

1°. Residuo — x s — 8x* -f- 6x’ oox' — 5x — 11 
Indi la N si divida per questo Residuo , dalla quale 
operazione risulta il 

II®. Residuo — 53x' -f- aox’ -f- 1 o 6 x' — ioj: — 

Ed introdotto nel Residuo 1° il moltiplicatore 53 non 
fattore del 11° Residuo , si divida quello cosi apparec- 
chiato per quest' altro, si avrà per 
111°. Residuo — 444^'+ >9 lxl + io8ox’ — igax — 636 
i cui termini liberati dal fattore comune 12 , non fat- 
tore del II®. Residuo , esso riduecsi a 

— Syxt-}- i6x’ -f-fjojr' — i6j — 53 

Or s’ introduca nel II® Residuo il fattore , il 
qual numero è , come si vede , il coefficiente del pri- 
mo termine del 111* Residuo ridotto , e poi si esegua 
la divisione di quello , cosi apparecchiato , per quest* 
altro , si avrà il 

IV®. Residuo — 1 o8x' — io8x* -f. io8x + 108 
che diviso per — 108 si riduce ad 
x’ + x* — x — 1. 
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E questo dividendo esattamente il Residuo pre- 
cedente , sarà il massimo cornuti divisore tra le quantità 
proposte. 

Esempio III. 

$• 97. fogliasi il massimo comun divisore delle 
quantità 

* 

M - • . - acd — bcd-\-acf — bcf -J-ad’ — bd' -\-adf — bdf 
N • . . . agc —bgc agd — bgd -f- ahc — bhc + ahd — bhd 
È fàcile ravvisare che di esse quella dinotata da 
N possa risolversi ne' due fattori 

j e c + s d + hc ,ul 

\ a — b 

de’ quali il primo polendosi ancora risolvere ne’ due al- 
tri g 4- h , c -f- d ; quindi è che si avranno i seguenti 

Fattori della N g -f- h , c -f- d , a — b 

Or chiaramente si vede, che il primo di questi non 
possa esser fattore della M ; orni’ è che si potrà suppri- 
roere *, e quindi tentai- la divisione dell’ espressione M* J. 8-, 
per ciascun degli altri due fattori c -j-d, a — b della N, 
o pure pel prodotto loro . E poiché la divisione in 
tutti questi due casi può effettuarsi ; perciò il massimo 
comun divisore tra le quantità proposte sarà 

( a — b )X( e ■+• d ) , o sia ac -j- ad — bc — bd 
J. 98. Da quest' esempio si potrà anche trarre ar- 
gomento di osservare, che non basta , perchè si possa 
liberare una delle quantità , che occorrono nella ricer- 
ca del massimo comun divisore , da qualche fattore , 
vedere che questo non lo sia deli’ altra quantità cor- 
rispondente , tra le quali si dee eseguire una divi- 
sione ; ma bisogna pur avvertire , se tal fattore , es- 
sendo aneli' esso suscettivo di risolvimento in altri fat- 
tori , ve nc sia tra questi taluno che ]>oss« dividere 
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1' altra quantità. Di fatti , se nelle quantità quassù pro- 
poste , si fosse soppresso il fattore gc gd he hd 
della N , perche esso non divideva la M , si sarebbe 
trovato essere solamente a — b il cotnun divisore del- 
le quantità M , N , mentre effettivamente esso è 
( « — b ) ( c d ) ; e ciò perchè poteva» l’ espressione 
gc-^- gd he hd risolvere anch’ essa ne' fattori c -J- d 
g -p h , de' quali c d 1' è divisore della M . 

' i »... 

Scolio. 


J.gg. Non fia inutile qui avvertire , clic l’ operazio- 
ne praticala negli esempli precedenti , di apparecchiare 
il dividendo con un conveuevol moltiplicatore , perchè 
il quoziente venga espresso da un intero , potrebbe an- 
che tralasciarsi , senza che risulti altro inconveniente 
che quello di aver fratti nel continuar 1’ operazione. 

J. ìoo. Di fatti se le espressioni proposte fossero 
Al .... x’ — 4 ** -t- 5x — a 
N . . . . — ax* -J- 5x — 3 


Eseguendo la divisione di M per N si ha per quo- 

. * . , 3x’ jr 

ziente — — , e per residuo — — — r — — - * ; d «pa- 
le continuato a dividere per lo stesso divisore , e quin- 
di il suo primo termine per — ■ a*’ , si ha per quo- 


ziente 


c per 


residuo 


R 



T’ 


o sia 


-x+ r 


lai 


| ^ ^ * 
sopprimendo in esso il fattore . E dividendo N per 

R ; dal nuovo residuo zero derivante da tal divisione, 
si rileverà essere — x -{- ì il massimo cornun divisoi* 
tra le «piantila proposte. 
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CAPITOLO VH. 

USO DELLA DIVISTONE NELLO SVOLGIMENTO 
DI UN FRATTO IN SERIE. 


f. ioi. Sìa il fratto : , che , secondo fu dello 

nel J.i8, può ben considerarsi come il quoziente di 
a divisa per b c ; e si esegua questa divisione , co- 
me se il dividendo rappresentasse un polinomio in cni 
tutti i termini fuorché a si sono distrutti tra loro. A- 
dattandovi la regola del $. 76 , P operazione risulterà 
come si vede qui appresso 

Divis. b -p c Divitl. a 


_ a a c ac' ac' , 

quo.. — — -(- „ — — -f ec. 


1 il b 

-*■ Il vd» 


b> b? 

> t nf. 


ac 

a + T 

1 


ì.Hts. — 


ac 

7* 


ac ’ 

’F 


( i‘ .ri!> ■ !.*r fi»». il . 

•m«» m ,lL t 1 | l.RfcS. 

•oiMIMp'lKf! oiMq h odbforf. *jO 

Minili ìutj *j , 


ac' 


'”"1 


3.Res. 

' * è* 


ul rii 1 Hiijn-n un 1 
ri*. t.i :*h lf *■ , •in., 
ih uHufe.lij i . • . 

Ii.h iii. 1 1 h •>. 1 1 ni. 

*i:*vrà per quoziente la segueia di termini . , „t > 

_ 11 ■ ac , «£* __ oc 1 ^ 1 1 

•ili i orni ! b . 4* , oimsl oli? un 'i'i, 

11 in quali , come ora vedremo r procedono con una leg- 
ge tastante , cioè che ognuno di essi può formarsi net 
< modo Messo dal precedente t r e siffatto risultameli to di- 
cesi Serie , .1 : :.s«jmon al oliati lnq> i h 




ac 

7 
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J. ioa. La semplice inspexione di Ul quoziente 

mostra y che il suo primo termine risulti dal divi* 

dere il numeratore a del fratto dato pel primo termi- 
ne è del denominatore di questo; che il secondo termine 

— si ottenga dal primo moltiplicandolo per -y , cioè pel 


quoziente della divisione del secondo termine di quel de- 
nominatore pel primo di essi : similmente il terzo termine 


-jj risulti dal moltiplicare il secondo per Io stesso ^- 

di poc’ anzi ; e cosi man mano il quarto termine , il 

c 

quinto ec. si ottengano sempre moltiplicando per -y 

il loro precedente già ottenuto . I segni poi de termi- 
ni del quoziente alternano da in — , or che il se- 
condo termine del binomio divisore è positivo ; e si 
sarebbe trovato esser lutti positivi , se quel secondo 
termine fosse stato negativo . Sicché per tal modo si 
vede come possa facilmente ottenersi quel quoziente , 
senza nè meno eseguir la divisione 

J. io3. Or poiché il dividendo , nell’ operazio- 
ne di sopra effettuata , e poi ciascun residuo che fa 
sempre da dividendo , è un monomio , e il divisore 
è un binomio , e perciò anche tale è il prodotto di 
esso per ogni quoziente parziale , che dee sottrarsi dal 
corrispondente dividendo , ne segue , che di tal pro- 
dotto distruggendosene con la sottrazione dal corrispon- 
dente dividendo un solo termine , debba restarne sem- 
pre per residuo un altro ; ond’ è che tal divisione non 
si arresterà mai , e quella serie di quozienti progre- 
dirà all’infinito : il che ha latto dare a questo sviluppo 
di quel fratto la denominazione di divisione alt infinito. 
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5. 104. Ed è pur focile rilevare , che ae quel 
c 

fratto -j-, pel quale moltiplicandosi ciascun termine del 

quoziente ai ottiene il termine che segue , sia un frat- 
to vero , allora ciascun termine del quoziente diverri 
sempre minore del precedente ; e la serie esprimente 
quel quoziente avrà i termini continuamente decrescen- 
ti , e si dirà convergente. Che se al contrario quel mol- 
tiplicatore costante sia un intero , o un fratto spurio ; 
quc’ termini andranno sempre crescendo , e la serie si 
diri divergente. Ed é pur chiaro , che tanto più con- 
vergente diverrà quella serie , quanto più piccolo di* 

venti il fratto 

5 - io 5 . Suppongasi as =5 = c= t, sicché il 
fratto ^ - ^ — divenga — } in tal caso quello sviluppo 

del fratto * si cambierà in *J. >01. 

1 — 1-J-i — t + 1 ce. 
nel quale si vede , che arrestando la serie ad un nu- 
mero pari di termini , si ha per loro somma afro; e 
se di essi prendasi un numero impari , il risnltamen- 
to sarà -j- I '• che perciò non s' intende a prima vista 

come possa quello sviluppo rappresentare il fratto-^- 

a 

dal quale è nato. Ma se riflettasi, che dopo qualsivo- 
glia numero di quozienti ottenuti per mezzo della divi- 
sione di 1 per 1 -f- 1 vi resta sempre un residuo 1 , col 
segno — se i quozienti erano di numero impari , col 
seguo -J- se pari ; c che volendo arrestar la divisione, 
conviene aggùtgncre a quel quoziente il fratto di quest'ul- 
timo residuo pel divisore 1 -f- 1 , cioè —, si re- 
sterà subito convinto , che per tal modo lo sviluppo 
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di sopra recato pareggi effettivamente — , cioè il fra t- 
to proposto. 

J. 106. Inoltre suppongasi a=J=i, tc= — I, 

sicché diventi s= — il fratto proposto ; il suo 

1 — 1 o 
Sviluppo diverrà 

1 + * + 1 +»+«+«+»+*+ «*; 
all’ infinito ; la qual serie rappresenta 1‘ infinito stes- 
so , tale essendo il risultamento della somma sempre 
continuata di un' unità ; che perciò si vede che la rap- 
presentazione dell’ infinito può effettuarsi per mezzo 
dell’ unità , ,0 di qualunque grandezza M divisa pel 
zero : ma su questa nozione , che qui è fuori luogo T 
riverremo in appresso , per farla meglio comprendere. 

$. 107. Finalmente sia a — b= I , e c = — ■ — » 

sicché il fratto proposto sia = — - — =a » : lo 

1 a a 

sviluppo di esso verrà rappresentalo da 

1 +T + T + T + ì5 + ^ + ec ' 

in cui ciascun termine , come si vede , è metà del pre- 
cedente , ed è maggiore di tutti i seguenti termini 
all' infinito , della qual considerazione dovendo valer- 
ci altrove , non fia inutile di averla qui stabilita. 

J. 108. Potrebbesi anche per mezzo della divisio- 
ne sviluppare in serie infinita ogni fratto nel cui nu- 
meratore vi sia almeno un termine di meno che nel 
denominatore , e stabilire la legge come progrediscono 
j termini del quoziente ; ma basti per ora ciò che se 
1»* è esposto intorno al presente argomento , sul quale 
dovremo ritornare in appresso , per trattarlo più ge- 
neralmente t e con maggior estensione. 
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5. log. Siccome è nostro intendimento , che gli 
Elementi di Analisi Algebrica che ora diamo , meni- 
no per diritta via alle ricerche che si dovranno poi 
stabilire trattando la parte sublime dell' Analisi stes- 
sa , cosi non abbiamo stimato fuor di proposito di ab- 
bozzar qui i principii generali della teorica delle fra- 
zioni continue , che ivi poi avremo occasione di ripi- 
gliare e terminare. Nè questa idea di trattar delle fra- 
zioni continue , per la parte loro elementare , nell’^/- 
gebra de' Finiti è nuova ; ma essa trovasi adottata in 
quasi tutte le migliori instituzioni di sommi analisti 
moderni. Ad ogni modo ci si fari abbastanza ragione 
di avcrvela introdotta , quando non la lasceremo sen- 
za applicazione in appresso nel presente trattato. 

5- no. Sia il fratto vero — , ed in esso si di- 

P 

rida pel numeratore k ciascuno de' suoi termini , si avrà 

— — 1 
P ~ P 
k 


ore-j? essendo un fratto spurio , sia perciò uguale a 

f +4-5 e P er * 

* Sisifo, u , -, P"icm<nr u 


• r LifBtU.I 

»jm ili 


F H + T 

Similmente dividendo ciascun termine del fratto 
r rii 

T l** r > Mri T = “T““^+7 ’ su PP oncn<Jo 


r 
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che la k divisa per la r dia per quoziente tf' , e per 
residuo T ; ond' è che si avrà 



T 


Continuando la stessa operazione sul frattto — . e 

chiamando q" il nuovo quoziente , ed t" il nuovo resi- 
duo , si avrebbe 
k i 

~P ~ 1 + 1 

f'+J 

4"± L' 

~P 

E cosi in seguito. 

5. iti. Or ogni specie di espressione frazionaria 
di questa fatta , o anche più generale , come 
a 

? +_t 

l'-r c 

?"+i 

nella quale il denominatore della prima quantità in- 
tera è un binomio di una parte intera e di un’ altra 
frazionaria , e il denominatore di questa aneli 1 esso co- 
sta di una parte intera e di un’ altra frazionaria ; e 
cosi in seguilo t si dice Frazione continua 1 • 

1 L’ invenzione delle frazioni continue deeai a milord 
Brouncktr , che il primo adoperà questo metodo di ap- 
prossimazione per la misura del cerchio ( V cd. Montitela 
Ilist . da Math . P. iv. I. vi. n . a.) 
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$. II*. Noi qui considereremo semplicemente le 
frazioni continue della prima forma di sopra esibita ; 
poiché queste sole occorrono frequentemente nell’ A« 
natisi algebrica , ed anche perché dalle ricerche che 
ti stabiliranno per questo caso particolare , è facil co- 
sa passare a quello più generale. 

5- 11 3. Si comprende facilmente, che se invece 
di prendere per q , q ' , q " , q "' , cc. i massimi nutne- 


.. . . . n * r r 

ri interi contenuti ne fratti-^ 5 — * —fi -fi 


ec, si 


iosse preso per ognun di essi il numero di un'uniU mag- 
giore , e quindi il primo a superare que' fratti stessi, 
allora i residui delle divisioni , cioè r, r', r" t r "' , ec, 
avrebbero dovuto risultar negativi , c la frazione con- 
tinua avrebbe avuta la seguente forma 

I 



Ed è pur chiaro , che prendendo taluni di que’ q, <f , 
q" , q " , ec. per difetto , cd altri per eccesso, risulte- 
rebbero positivi i valori di quelli tra essi q' t q", q'" t cc. 
corrispondenti a' primi casi, e negativi gli altri pe’ se- 
condi ; talché se q‘ si era preso maggiore di un’ uni- 
ti del quoziente intero del fratto corrispondente , il 


fratto ~ risulterebbe negativo. 

9 

5- M 4 • Dall* andamento stesso di uua frazione con- 
tinua risulta , eh’ essa , a misura che progredisce , offra 
un’ approssimazione sempre maggiore del valore di quel 
fratto ordinario clic rappresenta j poiché non si fa altro 
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per ottenerla , che prendere continuamente i valori in in- 
tero più prossimi a quel fratto proposto , ed alle altre 
frazioni successive in cui esso si svolge con l' operazio- 
ne indicata nel $. sio. 

§. il 5. Dall' esposto nel $. ito si rileva pure , 
che l'operazione da farsi per lo svolgimento di un frat- 
to ordinario in frazione continua , deila forma par- 
ticolare ivi considerata , sia la stessa che quella della 
ricerca del massimo comun divisore tra il numerato- 
re e ’l denominatore di quel fratto , tenendo però pre- 
cisamente copto nella prima delle suddette operazioni 
di que' quozienti q , q' , q" , q"' , ec. delle succes- 
sive divisioni che debbon farsi , i quali disprezzavan- 
si nell’ altra. 

5- n6. Sicché volendo svolgere in frazione Con- 
tinua il fratto —-j bisognerà dividere 
■4 


1 4 per 1 1 , e sarà q = i , r =3 

1 1 per 3 , che darà q" c=s 3 , / “ a 

3 per a , che dà q'' = i , r" t=a z 

a per i , donde si ha q'"=a a , r /,, = o. 

E la frazione continua richiesta sarà 


1 + 1 
3+ jl 



$. 1 1 7. Or siccome nella ricerca del massimo co- 
mun divisore tra due numeri dee sempre pervenirsi 


* Dn tal fratto esprime , com’ é noto, il rapporto del 
cerchio al quadrato del diametro , secondo Archimede. 
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ad nn residuo che divida esattamente il precedente , il 
quale se non ve ne sia altro sarà in fina 1’ 1 ; perciò 
si vede chiaramente , che nello svolgimento di un fratto 
ordinario in frazione continua, l’ operazione debba una 
volta arrestarsi. £ di fatti in quella recata nel nume- 1 
ro precedente essa si è arrestata al quoziente q'" , cioè 
alla quarta divisione. 

§. 118. Adunque ogni frazione continua derivan- 
te da un fratto ordinario dee esser terminata . ,Nou 
cosi di quelle else derivano da quantità irrazionali , 
che , come vedremo in appresso, sono infinite. 

J. iig. Dopo aver considerato il problema diret- 
to di svolgere un fratto ordinario in frazione conti- 
nua f ci resta ora a vedere come si pervenga alla ri- 
soluzione dell' altro inverso , col quale si propone a 
ridurre in fratto ordinario una frazione continua. 

Or a prima vista ognun si accorge , che data una 
frazione continua , tal che quella di poc’ anzi 


* +J 

à “i* 1 



ogni qualvolta uno si arresti al secondo denominatore , 
cioè ad — , si abbia * =s : e che tenendo 

1+ -L i±± * 

conto del seguente denominatore -f- , la frazione 


ordinaria corrispondente sia 


* + 


T 


1 

4+T 

4 
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più prossima al fratto ordinario cercato , che non era 
la precedente . £ volendo introdurre in calcolo anche 

Il arguente denominatore che nel nostro caso è l’ul- 
timo , sì vedrà la proposta frazione continua corri- 
spondere precisamente ad ~ , com' era già noto . 


$. no. Ma per facilitare l’operazione poc’anzi 
esposta , del riducimcnto di atta frazione continua in 
fratto ordinario , convien determinar la legge con la 
spiale procedono le frazioni volgari ottenute successi- 
vamente da una frazione continua ; poichà allora a- 
vutasi quella di un grado , si potrà subito ottenere 
1' altra del srgneute , eh’ è più approssimante delta 
precedente. 

Per riesci re in ciò , sia la frazione continua 


a + 1 

>+J 

c -f- « 

* + » 


e ■+■ ec. 


a 

a 

X 

l 

a +r 

», 

i 

Ar-f-i 

«-*- . 

b + i_ 

cric u -f- 1 


e 
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a-f- i 

b + 


abcd-lf-ak+ad-fcd-Y-i 


‘ + T 


1 bcde-i-be+dc -f-ic+i 

a -j- i abcdc+*bt-\-ade-\-cdc+abc+u -J- c -)-« 

b + i 

* + i 

rf + i_ 

e 

eie. 

per le quali frazioni facilmente si ravvisa la seguente 
legge , elle fa dipendere 1’ una dalle due precedenti , e 
però clie dovrà cominciare ad aver luogo dalla terza 
di esse in poi , cioè : 

$. tai. Ciascun numeratore si ottiene aggiugnen- 
do alT anteprecedente ad esso il precedente moltiplicato 
per la lettera , o quantità di esprime Culiimo denomi- 
natore nella J razione continua da ridussi. 

Cosi arrestandosi al quoziente d , si otterrà il nu- 
meratore del fratto corrispondente alla frazione continua 

■ . 

« + " 

b + 1 

C+JI_ 

d 

aggiugnendo al numeratore b dell’ anteprecedente fra- 
zione 1’ altro le- f- 1 della precedente moltiplicato per d. 

E la stessa legge avrà luogo per la formazione 
de’ respettivi denominatori , cioè ; 
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Ciascun denominatore si otterrà aggiugnendo all' am~ 
teprecedcnle ad esso il precedente moltiplicato per la nuo- 
va lettera , o quantità , eh' esprime [ ultimo denomina- 
tore nella frazione continua da ridursi *. 

5 - uà. Ma per dimostrar vera tuia tal legge ge- 
neralmente , passeremo a far vedere , che supponendo 
aver essa luogo fino alla frazione corrispondente ad nn 
certo denominatore della frazione continua , debba ne- 
cessariamente aver anche luogo per la frazione seguen- 
te ; e quindi per tutte le frazioni , fino a quella che 
si vuole. 

Sien dunque q t q', q'\ q'" ’ O,^») 


. 

' Eulero lia voluto estendere questa legge , per la 
formazione de' numeratori e denominatori de’ successivi 
fratti ordinarli corrispondenti ad una frazione contìnua, 
anche a’ due primi di essi ; ed egli in tal caso si è ve- 
'duto nella necessiti di stabilire precedentemente a quella 
parte dèlia frazione continua die si arrestava al primb de- 

... ’ , ■ ■ \ 

nominatore intarò , , cioè nel caso nostro ad — dot altre 

a 

\ ò 1 

, frazioni — j — ; con le quali si vedrlr verificarsi iaieg- 


gc suddetta 


t 

per - — 
1 a 


e 


per 



Ma urta tal 


snppo- 


sizioné è assolutamente da rigettarsi , come priva di fon- 
damento nel calcolo attuale. D'altronde la forma di que- 
ste due frazioni è intuitiva ; e poi la regola dimostra, 
- «he' la ricorrenza non debba aver luogo che dalla feria 
• •di esse in poi. tu “Ir ■ 


ei . 1 Le 0 , <’) sono destinate a dinotare il 

grado del quoziente 5 0-' èoà qui appresso. : 1 
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i denommftori successivi dellfifraztoneCQntmpa, q fieno 
a a' a'' a'" a<— "> a<—'> a<"> . . 

T’y ir ?m v i, rr# 

ni volgari successive provenute da questa frazione con- 
tinua fino' ti rispettivi denominatori f, ed. Si af ui?$- tal- 


li 

T 

<r 

v 


p '"'0 <■>' 

A f r . \ » 

C : ) 


+W 7 


a" q'<t''+ 1 _ «V'+ » 

V* - ~+ 'W+WT'-r *Y'+ “ 

V 77 7 FV 55 ^.*' 

#»" M • •-* A v 

a"" , «" 

W' ** * • • 4 ' v -* • -f- r 


\ 


I I •• Jv •-* sjl 

. • * » 


> * I • Mi » *»;• 

* • , f •„ 

I . • f tn;:l i 


..|l o («—0 .! 

• : jT«— 55 * 


i r li 

• * *. 


'"T’ 

i ■ f» 

a<* — ") ^C*— 0_|. «t*-"') 

J l#~") iC*-^ 777 ) 


I 1 . ' 

; , Or io dico che la frazione seguente , che corri- 

sponde alla frazione continua fino al denominatore 




cioè l’-y,) debba necessariamente essere espressa sccon- 
do U legge stessa delle precedenti da ?w+i< _/o 
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Di Cittì quella frazione penultima S1 




in quest’ ultima — , quando li wetitniaca in quella 


in fece di q ( '~~ r> la — m) 5 che perciò sari 


«<■> 

**(*> — 


( ) 6 "~' n + 


°^+7o 4c ' , “ /,, +*~'"* 


5< 






^ *150 


espressione che consente con la legge di sopra stabili' 
ta ; che perciò’ tal legge' resta generalmente dimostrata. 

5- ia3.Risulta ancora evidentemente dalle anzidetto 
cote, che tutte le frazioni Volgari , che pareggiano la 
frazione continua a diversi gradi di approssimazione di 
essa , debbano essere irreduttibili , cioè debbano avere i 
loro termini primi tra loro $ potendo solamente non 
esserlo 1’ ultima di quello, la quale rappresenta l’inte- 
ra frazione continua terminata , nel caso die questa 
fosse derivata da un fratto suscettivo di riducìmento a 


minimi termini. 


3rl.it 


li eli 
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§■ taf Col metodo slesso del $. n5 tl potrà svol- 
gere in frazione continua qualunque quantità radica- 
le , purché però essa siasi prima ridotta in decimale 
Ma siccome tal valore in decimali non pnò essere che 
approssimativo , talché accrescendosi di 1 l’ultima ci- 
fra del decimale si hanno due limiti tra i quali dee 
trovarsi il valor vero della quantità proposta ; biso- 
gnerà perciò , per contenersi tra questi limiti, esegui- 
re lo sviluppo in frazione contiuua sulle due frazioni 
che rappresentano tali limiti , e non prender per ter- 
mini della frazione continua cercata , che solamente 
quelli che risultano identici in que’ due sviluppi. 

$• i a5. Cosi se vogliasi svolgere in frazione con- 
tinua V 2 ) che ridotto in decimale è i ,4 * f u 1 35 

si vedrà che arrestandosi solo a quattro cifre di quel 
decimale, cioè ad s ,4 s > > limiti del fratto da svi- 
lupparsi cioè della frazione continua corrispondente a 
V» saranno i,4«4 a cd z ,4 • 4^- Or >1 primo di quei 
fratti dà la frazione continua 



2 +_L_ 

» + ' 

»+_!_ 

a-j 

e 1’ altro li svolge nella seguente 

■ 

» B lo stesso potrebbe anche aver luogo per una qua- 
lunque quantità di quelle che in appresso cumuleremo nel 
Cono di Analisi Sublime , conosciute col nome di (Ta- 
ceri denti. 
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»-M 

3 + < 

3 +» 

3 - H 
3 + > 

* + 

le quali due frazioni continue sono differenti nel quin- 
to loro termine : sicché , se la frazione continua cor- 
rispondente a V 3 ** volesse svolgere al di là del quar- 
to termine , allora non basta arrestare a diecim desimi 
il fratto decimale rappresentante V * > *n® bisogna svi- 
lupparlo oltre. 

§. 11G. Ma lo sviluppo di un radicale in frazio- 
ne continua si può anche ottenere senza aver bisogno 
della riduzione di quel radicale in frazione decimale, 
su di che noi qui ci limiteremo semplicemente a svi- 
luppar V 3 > rimettendo altrove il compimento di que- 
sta ricerca ; stimando di aver già detto quanto può per 
ora bastare ad un'esatta conoscenza di talune quantità 
derivanti dalla divisione , e fuori luogo il dirne di van- 
taggio. 

5.127. Sin Vacsi-f.- 1 - sarà — = e quin- 


di s = — - — = V 3 + 1 ’ = a + — - ; sicché per < 
V 3 — * z 


sarebbe V 3 = 1 -f- 


3 + * 


: e continnando a sostituir 


sempre per z lo stesso suo valore poc' anzi determina- 
to , si vedrebbe il V 3 svilupparsi in una frazione con- 
tinua periodica , come quella esposta nel 5- > a 5. 

5. 128. E volendo tradurre in fratti ordinarj le 
frazioni continue di diverso grado esprimenti V 2, per 
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ottener cosi diversi gradi di approssimazione di on tal 
radicale , ai troverà che essi sieno i seguenti 



3 7 17 ii (N a 3 g 

— ì ~ , _i 5 2 - J S , , a , 

a 5 za 39 70 i(ig 

le quali frazioni ridotte in diecimilionesime, e paragona- 
te col fratto decimale di ugual grado I,4i4^t35cs V> 
daranno 


l. o 
n.° 

m. ° 

iv. ° 

v. ° 

VI. 0 

vn.° 

vni.° 


~ i,5oooooo differenza in pià 


— ~ — = t, 4000000 
5 

- 2 — = 1,4166667 

ìa 

4 » 

*9 

99 
70 

J— ^ = i,4i4aoia 
1O9 

-§- =1 > 4,4al56 


= i, 4 r 3y9 3 1 
=» i,4«4»857 . 


i,4i4»i3a 


in meno 


in pià 


m meno 


in pià 


in meno 


in pià 


in meno* ma 


«393 

9»5 

nell’ultima cifra decimale. 

j, 139. Ed è poi chiaro che la frazione continua 
in eui si sviluppa \ a non debba mai terminarsi , co- 
me l' è in generale di tutte quelle che derivano da 
quantità radicali; Ma a dimostrar generalmente un tale 
assunto noi v’ impiegheremo i seguenti paragrafi. 


A 

.3 


Digitized by Google 


Li*, t. 68 


Analisi Algebrica 


LEMMA 

J. i3o. Il prodotto di due , tre ,o più numeri pri- 
mi non può avere per fattori altri numeri primi diversi 
da quelli. 

Sieno m , n due numeri primi , che diano il pro- 
dotto mn , di cui si supponga anche fattore il nume- 
ro primo p : dico che p sarà necessariamente o uguale 
ad m, o ad n. 

Essendo p un divisore esatto di mn, sia q il quo- 
ziente di questa divisione , sarà — ss q , e quindi 

— = S- ; ma essendo n e p numeri primi, la frazio- 
p ni 

ne — - è ridotta a' suoi minimi termini ; quindi i ter- 
mini dell’ equivalente frazione , o debbono essere u- 


guali rispettivamente a quelli delle frazione — , o rispet- 
tivamente ugual moltiplici di questi . Ma m non può 
essere uu moltiplico di p , poiché numero primo ; a- 
dunque gli sarà uguale , e perciò anche q dovrà pa- 
reggiare n . 

Sieno ora tre i fattori primi del prodotto mnx , 
cioè ni , n , x ; e suppongasi benanche esser p un nu- 
mero primo divisore di mnx , e sia = q , sarà 

mn q n , , mn , ... 

— — = . Or nel tratto — essendo pruni i numeri 

p x p 

m, n , p non vi può essere comun divisore tra mn e p, 
che perciò esso i ridotto a minimi termini; e nelTal- 
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Ito -2- essendo x numero primo , non può essere un 
1 

moltjplicc di p. Adunque dovrà essere jr = p, e ^ = m/i. 
E nel modo stesso si continuerebbe la dimostrazione 
per un più gran numero di fattori. 

$. t3i. Cor. 1 . Quindi il prodotto di più numeri 
primi dee esser primo per riguardo al prodotto di al- 
tri numeri primi diversi da' precedenti. 

5- i3z. Cor. il. E perciò i quadrati di due nu- 
meri primi debbono essere numeri primi tra loro. Ed 
in generale tali debbono essere le poteuze n de'medcsiini. 

TEOREMA 


$. 1 33 . Se la radice n di un numero intero a non 
i un intero 1 , non potrà ni anche essere un fratto. 

S' è possibile , sia iu quest'ultimo modo, c tal 

fratto ridotto a minimi termini vengbi espresso da , 

p* 

sarà i 

<r 


■■ a . Ma essendo numeri primi p , e q , sono 


anche primi tra loro p" , e q* *, ebe perciò rj" non po-*J.i3z. 
trà mai dividere esattamente p * . Adunque è falso esser 
p" 

— a. 

?* 

$. 1 34- Scol. t. E da dò si vede , che le quan- 
tità radicali non sicno suscettive di unità comune qua- 
lunque intera, o frazionaria anche piccolissima , doude 
resta loro confermala la natura d ’ incommensurabili : ed 
incommensurabile é pure ogni qualunque rapporto di 


1 Cioè se a non è potenza esatta del grado della ra- 
dice ebe se ue vuole estrarre. 
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cui un termine, o tutti i due già ridotti contengano 
quantità radicali , come per esempio quello di 1 : \ a , 

. che esprime il rapporto del lato del quadralo alla dia- 
gonale; e di V A a V d , ch’è quello del lato del qua- 
drato al lato del triangolo equilatero iscritti in uno 
stesso cerchio. 

5. 1 35 . Scot.n. Le dimostrazioni del lemma , e 
del teorema di sopra recati , che ahbiam ricavate dal 
signor Lhuilier , a meno di qualche assunzione , che 
nello stato presente della maniera d' insegnar le Mate- 
matiche dee concedersi come evidente , ci sembrano 
preferibili a tutti que’ teoremi che per dimostrare lo 
stesso assunto trovausi stabiliti da Euclide nel Lib.VIl. 
dei suoi Elementi. 

J. 1 36 . Ho voluto recar qui la dimostrazione del- 
l'incommensurabilità de' radicali , per la ragione che 
in talune istituzioni, anche di Geometria Elementare, 
si costuma oggigiorno di stabilire l' incommensurabili- 
tà del rapporto tra la diagonale, e '1 lato del quadrato 
col dire , che dinotandosi il lato del quadrato per 1 , 
la diagonale sì trovi espressa da \J a , donde non si 
può estrarre la radice ; senza avvertire che bisognava 
prima generalmente dimostrare una tale impossibilità, 
altrimenti potrebbe avvenire quello che nota il Mon- 
tuda di un certo ingegnere francese , che cercando 
sempre , e sperando ottenere la radice di a , aveva 
protratta 1' approssimazione fino ad un decimale di 
100 cifre 


• Histoire des Matlicmatiij <■; pari. I. liv. IV. n. II. 
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CAPITOLO IX. 

DE' RADICALI IMMAGINARI! , E DEL 
LORO CALCOLO. 

J. i 3 j. Se M dinoti una potenza pari di + A , 
sicché sia M=> + ■//'“, non potrà mai M risultare af- 
fetta dal segno — *, che perciò vicendevolmente —M • $.4 > • 
non potrà mai rappresentare una qualunque potenza 
pari di + A , cioè che da — M non potrà estrarsene 
radice di grado pari ; e quindi T indicazione irrazio- 
«, 

naie \ — M esprimerà una quantità impossibile , o 
immaginaria , come suol chiamarsi. Adunque : 

J. i 38 . Dir. Si dice quantità immaginaria quel 
radicale che ha 1 ' indice pari , e negativa la quantità 
sotto il segno. 

J. i 3 g. Sebbene però — A ’* non possa aver luo- 
go come potenza di + A , può però essa dinotare il 
prodotto di un fattore positivo di — A" per un altro 
negativo , per esempio di -j- A ’* per — 1 ; ebe perciò , 

»• 

se mai l’espressione immaginaria V — M si elevi alla 
potenza un , venendosi a distruggere, con una opera- 
zione contraria, l’operazione impossibile ad eseguirsi 
su] — M , cioè l'estrazione della radice un da essa, la 
quantità — M che tornerà a risultarne dovrà esser rea- 
le ; e reali possono essere in altri casi ancora, che ap- 
presso mostreremo , i risuitamenti derivanti da calco- 
lazioni effettuate su immaginaria Che perciò il loro 
calcolo non è da deprezzarsi , nè da credersi di nes- 
sun uso , e puramente chimerico ; che anzi , come in 
più luoghi in appresso , principalmente nella teorica 
delle equazioni , si mostrerà , la considerazione degli 
immaginari i di somma importanza nelle ricerche che 
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si fanno per meno dell’Àlgebra su questioni aritmeti- 
che , e geometriche. 

J. »4o. Intanto siccome l’ importanza di questo 
calcolo si limita semplicemente a considerare i radicali 
quadratici immaginar)' ; noi perciò non ci occuperemo 
qui appresso , che di essi solamente. E per ora av- 
vertiamo di passaggio , che le stesse regole che stabili- 
remo per quelli , si potrebbero estendere agl’ immagi- 
nar;’ di qualunque grado si vogliano supporre, i quali 
tutti sono riducibili ad espressioni che contengano ra- 
dicali immaginari di secondo grado , come a suo luo- 
go mostreremo. 

§. 1 4 r - Primieramente è facile il rilevare dal $. 6 1 . 
che V — m = V m X V — » , cioè* che : Ogni radicate 
immaginario è quanto lo staso radicale reale moltipli- 
cato per V — I • E sarà questa la forma alla quale sup- 
porremo in appresso che sian sempre ridotti gliuwia- 
ginarj nello stabilire le regole pel calcolo di essi . 

Sicché le quantità immaginarie , per esempio , 
3 V — «’j e_5i V — », sarebbero rispettivamente rap- 
presentate da 3a V — i» c 5 A Va \/ — 1 . 

$. »4a- La somma, e la sottrazione delle quanti- 
tà immaginarie non ha bisogno di regole speciali, ese- 
guendosi con quelle stesse già stabilite generalmente ne’ 
paragrafi dal 53 al 56. 

Così la somma delle quantità 

3«’ + al \J — i — 4 C V — 1 
a p' -f- 3 b\ — » — 6 c V — i 

t ... . 3a’ -f-ap’ -J- 5ò V — 1 — iocV— l 

o anche espressa nel seguente modo 

3»’ + ap' -J- ( 5i — i oc ) V — » 

E sottraendo la seconda dalla prima , ne risulterà 
3»’ — ap' — (i — a®)V — 1 
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J. >43. Che se vogliasi moltiplicare la quantità 
reale + « per l’ immaginaria + 4 V — 1 » *1 prodotto 
di tali quantità si ridurrà a quello de' tre iàttori + a , 
Hh 4 , e \J — t , de’ quali il prodotto de' due primi è 
già noto che sia + ab ; e questo moltiplicato per V- * 
darà pd prodotto delle quantità proposte + ah V — 1 ■ 
Che se poi i fattori sieno tutti due immaginarj , 
come + a V — - 1 j e + 4 V“ 1 > prodotto de' medesi- 
mi equivarrà a quello de’ quattro fattori + a , + 4 , 
-j- \J — 1 , -f- V — * » 0 sar à perciò quanto quello de’ 
due primi per lo prodotto de’ due ultimi. Ma i due 
primi moltiplicandoli giusta la regola data di sopra 
danno + ab , secondocbè tali fattori si prendano con 
gli stessi segni , o pur contrarj ; e gli altri due essen- 
do ideutici danno il quadrato di V — 1 » — *• 

Adunque quel prodotto delle quantità poste da prin- 
cipio sarà + abX — 1 , cioè +ab , ove il segno — si 
trova aver luogo quando i fattori dati sieno del segno 
stesso , il — {- se di segno diversi. Da ciò si rileva, che : 
Il prodotto di due quantità immaginarie è rca/c, c p re- 
cisamente quanto quello de' fattori proposti presi come 
reali , invertendo perù la regola pc segni stabilita per 
la moltiplicazione nel 5- 4° > cioè dando al prodotto il 
segno — quando i fattori sono affetti dal segno stesso , 
e V segno -f. se da contrario segno ’. 

■ Dal qui esposto , ciascuno potrh giudicare con quan- 
to poco fondamento P accuratissimo Wolfio a tibia dello , 
trattando della moltiplicazione degli immaginarj tra loro , 
che il prodotto sotto il segno y" doveva avere il — , per 
la ragione, che : alias enim factores immaginarti (Jicerent 
factum reale , quod utique aksurdum. ( Sili. 8. Prob. 
alti. Elem. Analys. ) 

Ed a questo proposito conviene anche (àr notare al 
giovani, come l'ha fatto il Signor Lhuilier , una iuav- 
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$. 1 44 - Inoltre sia proposto a dividere la quan- 
tità immaginaria +a V — 1 per l'altra reale + b ; è 
chiaro che il quoziente cercato sarà immaginario , ed 

espresso da + V — 1. Che se al contrario sia rea- 


le il dividendo + a , cd immaginario il divisone 
+ b \f — 1 ; il quoziente sarà pure immaginario, ed e- 

spresso da + - — , ove moltiplicando per \/— . 1 i due 

4 V — » . 

. , . . , . , fl v — I — / 

termini del fratto , si avra + — = 4. _ V — *• 

— b b 


Val quanto dire che : Volendo dividere una quantità 
immaginaria per un altra reale , o al contrario una quan- 
tità reale per un immaginaria , si esegua la divisione sen- 
za considerare I immaginaria come affetta da \/ — 1, 
pel quale si moltiplichi il quoziente , cambiando a questo 
il segno , clic gli era venuto dalla divisione falla , nel 
caso che f immaginaria quantità avesse fatto da divisore. 

Finalmente sieno immaginarj ad un tempo stes- 
so il dividendo e 1 divisore , cd espressi l' uno da 
+ aV— i|t l’altro da + b \J — 1 , il quoziente sarà 


indicato da 


a V — 1 

— T X ‘ 


V- 


= ±TXt , = ± r , 


cioè : Il quoziente della divisione di due quantità imma- 
ginarie , è reale , e dinotato dal quoziente che si avrebbe 
dividendo alla maniera ordinaria i radicali proposti , 
soppresso il fattore comune \/ — t • 

J. i 45 . Dopo ciò basteranno per le operazioni su 
i poliuomj immaginarj i seguenti Esempj . 


vertenza nell’Algebra dell’ Eulero J. 348. Voi. 1., trovan- 
dosi detto , che 4/ — a X V — 3 = y 6, invece di — y 
e y — 1 x y — 4 = 1 > invece di — - 3. 


Digitized by Google 



Eim ehtAix 


j5 Lib. i. 


PK» LA MOLT7PLICAZIOICE. 

^.Fattori J + — 1 — I 

I l am — 3 qy — i -j- a V ò V — i 

6 w ' +4<w» V - ~ 1 — 6/n V ò — i 

— gami/ — i-f 6 a> — 90 V 6 

-J- 6 m V A V- * — 4 a V £ + 6 A 


II. 


w Prodotto 6m’— 5a/«V— 1+60’ — i3a V* + 6ò 

: |: ±^zs 

x’ + ax-\-bx\/ — 1 

Ì«tc + a* +ab \/—i 

— ò.g \/ — i +ab\J — 1 - f. b' 

l Prodotto 


1* + aax -f (a’ -f- 4’) 

11 qual prodotto è reale , e nascente da due fat- 
tori immagi narj della sopraindicata forma. 

PER LA DlVISIOÌfE. 

Divisori Dividendo 

3m-f-a«V — 1 — 3yV'V — 1 6/n* — 5 am ^ — 1 — (-Gei’ — 1 V / A-)-Gi> 

9 /n— 3 />V— ‘■ 4 -> V*V— » 6 < "*-H">"V— *— 6 w V^V— 1 

_^ am y_ l _^m-4-tìmV'4V— 1 —i3 fl y44.6A 

— gamy— i-f-6a» — 9 a^b 

-ffirnViV— »— 4«V / 4-(-6* 

-\~6m^b^ — 1 — i\a\lt-\-(yb 


$. 146. Da tutte le operazioni esposte intorno ai 
radicali immaginar)’ , è facile rilevare , che raccogliendo 
in una somma tutti i termini reali di un' espressione im- 
maginaria, ed indicandola per A ; e similmente chiaman- 
do B la somma de’ coefficienti di \J — 1 ne' termini im- 
maginarli ; potrà ogni espressione algebrica immaginaria 
essere generalmente compresa nella forinola lì \ — 1 . 

Ma sopra di ciò dovremo ritornare in appresso , e ren- 
dere anche più generale tal proposizione . 
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CAPITOLO X. 

DELL’ ELEVAZIONE A POTENZA , E DELL’ ESTRA- 
ZIONE DI RADICE DALLE QUANTITÀ' ALGEBRICHE 

S. Si i già detto nel $. a5. cosa s* intenda 
per potenza , e per radice di una data quantità , e co- 
me questa s’ indichi col segno V 1 nell’ apertura del 
quale va scritto quel numero che dinota T ordine , o 
il grado della radice. Ciò che lu poi detto nel paragra- 
fo 3i mostra chiaro la regola da seguirsi per elevare 
a potenza . o per estrarre la radice di qualsivoglia gra- 
do da una quantità monomio , le quali due regole per 
maggior chiarezza noi qui , come nel proprio loro luo- 
go , daremo più generalmente. 

$.,48. Rr. 0 . 1 . Si eleva un monomio a potenza, ese- 
guendo tal potenza pel coefficiente , e moltiplicando Cc- 
sponente di ciascun fattore letterale di quel monomio per 
C indice della potenza cui dee esso elevarsi , prefiggen- 
do a questa potenza , se impari il segno della quantità 
data , se pari sempre il segno -f-. 

$. 149 . Reo. ss. Si estrarrà da un monomio una 
determinata radice , esimendola dal coefficiente di esso, 
e dividendo [ esponente di ciascun fatture letterale di 
quel monomio per f indice della radice proposta ad e- 
strarre , col dare a questa radice il segno della quan- 
tità data , se di grado impari , c se di grado pari il 
dubbio segno +. 

$. 1 5o. E s’ intende già , per le due precedenti 
regole , che se la quantità data sia una frazione , l'o- 
perazione suddetta debba ugualmente eseguirsi ne’ due 
termini della medesima : ed essendo quantità radi- 
cali convicn valersi a proposito delle Regole date ne’ 
$$■ 3i , e 3a. 
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J. 1 5 1 . Poste le precedenti generali considerazioni 
sulle potenze , e radici de' monomj algebrici , passeremo 
a trattar lo stesso argomento pe’ pnliuomii , supponen- 
do però , per la seconda di tali operazioni , clic la 
quantità polinomia proposta sia potenza perfetta di 
quel grado eh' è la radice che di essa si cerca. 

§. i5a. Or da ciò che fu detto nel J. a5, la po- 
tenza di un polinomio è quel prodotto di fattori iden- 
tici ad esso , tanti di numero , quante uniti sono nel 
grado della potenza t che perciò la maniera di otte- 
nerla consisterà , com' è chiaro , nella moltiplicazione 
successiva di quel polinomio tante volte per se stesso, 
meno una , quante ne indicano le unità suddette. 

5. 1 53. .Adunque il quadrato di a + b sarà dinotato 
dal prodotto (a -J- b) (a -|- b) ; cd esso sarà a' -f- lab -(- b', 
che paragonato alla sua radice a b , si vedrà com- 
posto da questa nel seguente modo , cioè : (la quadrati 
di ciascun de termini a , b di quel binomio , aggiun- 
gendovi il doppio del loro prodotto. E questo stesso si 
vedrà generalmente aver luogo pel quadrato di un 
polinomio qualunque , cioè : esso costerà de' quadrati 
delle parti , ossia de' monomj che lo compongono , c di 
tutti i doppj prodotti de' monomj stessi. 

§. a 54- E volendo di quel binomio a -|- ò il cubo, 
bisognerà moltiplicare 
il quadrato a ’ -p s ai -f- h' 

per o -f i 

a' -f- aa’b-q- ab' 

-j~ a'b -p stai’ -p b 5 

ed esso risulterà o* -f- 3a’i -)- iub" -f- b l 
ove condensi , come si vede , U cubo di ciascuna par- 
te del binomio dato , ed il triplo del prodotto del qua- 
drato di ciascuna parte nell' altra. E similmente si ve- 
drebbe doversi contenere i cubi de' monomj di tal faU 
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tore , ed i tripli de* prodotti del quadrato di ciascuna 
parte in ognuna delle altre , nel cubo di un polinomio 
qualunque. 

$. 1 55. Continuando , come poc'anzi a moltipli- 
care quel cubo per a b , si avrebbe di a + b la 
quarta potenza , la quale moltiplicata di nuovo per 
a + b darebbe di tal binomio la quinta potenza, e Io 
stesso in seguito , come pure per ogni altro polinomio. 
Sicché per tale argomento è inutile ebe noi qui c* in- 
traltcrighiamo di vantaggio; che perciò pasceremo all’ o- 
perazione inversa di esso , cioè all'estrazione delle ra- 
dici da’ poliuomj , al che premetteremo come fonda- 
mento di essa i seguenti due teoremi. 


TEOREMA I. 


5 . i56. Nella potenza n di un polinomio debbon- 
visi necessariamente contenere le potenze n di ciascun 
termine di esso , c /’ altra n — 1 di ogni termine , pre- 
sa n di volte , c moltiplicata in ciascun degli altri termini. 

Cioè che in (ii-j-i-f-c-fri-j- ce.)" vi debba ne- 
cessariamente essere 


a", 

b" , c" , d" , ec. 

na"~ 

' (i-j-c-fd-f-ec. ) 

ni* — 

' + ) 

nc 

* ( a-p b-f- d -f-cc. ) 

nd " — 
cc. 

1 ( a -J- b c -J- ec. ) 


Dim. Imperocché supponiamo per poco , ebe nella 
potenza n • — x di quel polinomio abbia luogo per ri- 
spetto al termine a l’ espressione 

— 1 ) a" - * (i -f- c -J- ec.) 
egli è chiaro, ebe per passarsi da questa potenza n — 1 
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alla successiva potenza n , si debba moltiplicarla pel 
polinomio a -f- b -f- c -f- rf + cc. Or in tal moltiplica- 
zione si Tede chiaro , che prendendo il primo prodot- 
to parziale dell' espressione poc'anzi supposta , per a pri- 
mo termine del polinomio , si abbia 

n* + (i» — i) a*“* (5-f-c-f-rf-f.ee.) 

E continuando la moltiplicazione , dovrà prendersi il 
prodotto di a * “ ' primo termine di quell’ espressione 
per b -J- c -f- rf -}- ee, , il quale è 

a m — ' ( 5 -f- c -f- rf -f- ee. ) 

Laonde nella potenza n del proposto polinomio vi si 
dovrà contenere la somma de’ poc’ anzi delti due pro- 
dotti , cioè la quantità 

a" -f- n a " '(i-f-c-f-rf-f-cc. ) 

E lo stesso si potrebbe dimostrare relativamente 
a’termini i, c, rf, ec. Or si è veduto di sopra ne'tJJ. 1 53 
e i54 , che nel quadrato, c nel cubo di un polino- 
mio aveva luogo quell'espressione supposta nel princi- 
pio della presente dimostrazione. Adunque essa dovrà 
anche aver luogo generalmente , come si è qui sopra 
enuncialo. 

TEOREMA II. 

J. l5j. Nella potenza n di un polinomio vi si 
debbono comprendere le potenze n Je'binomj , trinomj, ee ., 
cioè de' due termini , de' tre , ec. di (juel polinomio , 
ognuna di queste perù considerandola isolatamente , e 
non tutte ad un tempo. 

Din. Suppongasi di fatti aver luogo , che in 
(a + i + e-t-rf + ec. )»-’ visi* (a-J-4)"- \ al- 
lora per ottenere la potenia n di quel polinomio, bi- 
sognerà moltiplicare la precedente potenza « — idi esso 
per a-f-è + c-f-rf+ie., cioè per (a-f- 5) + e -f-rf-f-«c. 
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Or nel moltiplicare ( a ~p A ) " — 1 per a -p A risulta 
( a A )*. Adunque vi è in (a-pA-pc-pd-p ec.)* 
la quantità ( a -p A )’. 

E similmente si dimostrerebbe , che supponendo 
esservi in (a-pA-pc-pd-pec. )"“' ^ quantità 
(a A -p e) " — ' debba pure essere in (a-fA-f-e-pd-f-ce.)* 
1’ altra ( a -p A -j- c )". E cosi in appresso. 

Ma quelle condizioni supposte, si rileva facilmen- 
te dal §. 1 53, clic abbia» luogo nel quadrato di un 
polinomio. Adunque dovranno aver luogo generalmen- 
te , giusta T enunciato nel Teorema. 

A i I T E K. 

J. 1 58. Nel polinomio o-pA-pc-pd-pec. pongasi 
a -p b—p, sarà (a-pA-pc-pd-pcc.)* = (^i-pc-pd-pec.)*, 
ed in questa potenza vi dovrà essere un termine p" , che 
quanto (a -p A)*. Similmente pongasi a-pA-pc=y, 
sarà (a -p A '-p <r-p d -p ce )* = (q + d -p cc.)*; e nel- 
lo sviluppo della potenza n di (y -p d -p ec.) vi sarà 
un termine <j" , ossia l’ equivalente (a -p A -p c)". E lo 
stesso in seguito. 

5- i5g. Posti i principi de’ due precedenti teore- 
mi , è facile il dedurre da essi la regola per 1’ estra- 
zione di radice da un qualunque polinomio, che sia po- 
tenza perfetta del grado della radice richiesta. 

Imperocché in quel polinomio dato, ogni termine 
che sia un* esatta potenza del grado n, grado della ra- 
dice da «trarsi , è la potenza n di un termine corri- 
" 5 1 56. spondeo te in tal radice * ; che perciò , se scelgasi un 
di que’ termini nel polinomio dato, e da esso si estrag- 
ga la radice n , sarà questa un termine della radice 
cercata. E se questo termine ottenuto si elevi alla po- 
tenza n — i , c si moltiplichi per n , dovrà essere il 


Digitized by Google 


Euitinn 


81 Li*. i. 


moltiplicatore di tatti gli altri termini di tal radice * : che" §• i 56 . 
perciò , se nel polinomio proposto si scelga un termi- 
ne divisibile pel poc'anzi apparecchiato , il quoziente 
sari un altro termine di quella radice. Ed elevandosi 
a potenza n un tal binomio , dovrà esso potersi sot- 
trarre dall’ espressione data Or scegliendo nel resi-* J. 1 . 
duo un termine divisibile per lo stesso divisore poc'an- 
zi apparecchiato , si avrà un altro termine della radi- 
ce richiesta *, e la potenza n di questo trinomio finora* J.i 36 . 
ottenuto per radice si dovrà poter sottrarre dal polino- 
mio proposto *; e darà un residuo.se mai l'operazione* J. 1 57 . 
non siesi terminata, sul quale si opererà come sul pre- 
cedente, per ottenere il quarto termine della radice ri- 
chiesta ; e cosi successivamente. 

§. 1G0. L'operazione generale poc'anzi descritta 
potrebbe abbreviarsi nel seguente modo : Ottenuto un 
primo termine della radice, come nel numero preceden- 
te , si apparecchi il divisore nel modo stesso che si è 
detto , e poi per esso dividami tutti i termini della 
potenza proposta , che ne sono suscettivi ; si avranno 
per quozienti tutti gli altri- termini della radice cer- 
cata. Ma tal maniera di operare può riescir fallace in 
qualche caso : nò poi si potrà da essa ricavare il mezzo 
di compiere in alcuni casi una potenza del grado n in 
cui manchi qualche termine , la qual cosa occorre tal- 
volta fare ; che perciò , quantunque più lungo , rima- 
ne sempre preferibile il primo de' metodi sopra esposti. 

J. 161. Noi intanto nel dare una convenevole ap- 
plicazione dell* anzidetta regola d limiteremo sempli- 
cemente all'estrazione di radice quadrata c cubica , che 
sono quelle che occorrono frequentemente nell’uso del- 
1 ’ Analisi Algebrica, 
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§. 162. Cerchili la radice quadrala del polinomio 
Quadr a' -f- oab -(- b' -)- a ac -f- a bc -f- e* 


Divis.ua 
(a+by = 

(a -}-A^-c) , = 


o’ Rad. cercata 

o"-f-a ai °+H e 

a’ -f- aai -f- A' 

o -J-a ar 

a’ -+■ uab b' -J- uac + aie -4- e* 
o 


Ed un tal «sempio non ha nè men bisogno di spiega- 
zione per estere ben inteso , bastando la maniera co- 
in' è esposto, e quello che per f operazione in esso c. 
seguita fu generalmente detto nel J. 1 5 g. 

$. iG 3 . L’ operazione precedente avrebbe potuto 
abbreviarsi nel seguente modo, cioè : Dopo essersi otte- 
nuto il primo termine a della radice cercata, il qua- 
drato di esso si sottragga dal primo termine n’ del 
quadrato dato , sicché essi elidami . Poi si raddop- 
pi l’a , e diviso nn termine del quadralo dato, che ne 
zia suscettivo , come aab, per uà, si scriva il quozien- 
te -f- b si nella radice , che accanto a quel divisore 
aa ; egli è chiaro , che moltiplicandosi la b per b 
si venga a compiere il doppio prodotto di n per b, c '1 
quadrato di b, che sono gli altri due termini del qua- 
drato di a -f- b , dopo aver già distrutto il primo di 
essi a’ ; che perciò basterà sottrarre questi da quel 
residuo, che si era ottenuto col sottrawe a* dall'espres- 
sione data ; si avrà così un nuovo residuo . Simil- 
mente si raddoppi la radice <1 -j- è finora trovata , e 
si avrà in -f- ai ; e diviso un termine di quel nuovo 
residuo , che ne sia suscettivo , per »a , si scriva il 
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quoziente e accanto a' due termini della radice già avu- 
ti, ed aucke accanto a ’ia -j- ai. È pure manifesto, che 
moltiplicandosi aa -|- ab c per c , si verranno ad 
ottenere i doppj prodotti di a per e , di b per c, e i 
quadrato di c ; c questi aggiunti a que’ tre altri ter- 
mini già distrutti , formerebbero tutto il quadrato di 
a + b -f- c ; che perciò sottraggasi questo prodotto dal 
precedente residuo ; e se abbiasi un altro residuo , si 
continui l' operazione stessa che si è fatta pel residuo 
precedente : si verrà per tal modo ad ottenere la ra- 
dice cercata ; e non essendosene , come nel caso pre- 
sente , sarà a -f- b ■+■ e una tal radice. 

L'operazione nell’ esempio qui appresso trovasi e- 
seguita nella maniera poc’ anzi indicata. 

Esempio II- 


$. z64- Esaminare se sia un quadrato, o cosa man- 
chi per ridurvelo , f espressione data 

Quadr. x*~ìax ì -{-ìa’x’~~b’x'<*- aa’ar-f-a* 

Radice 
a*+a. 


Divis. 
ax' — ax 

ix' — 

aggiungasi • . 


't' 

x* 

o 


— aax’-f- a'x' 

O -f- a’*’— A’x’— aa**4-ot 

' * ’ + 

aa'x' — aa*x4-«à 

z* -*#Et 

o 

Sicché la quantità proposta , per divenire un quadra- 
to perfetto , la coi radice sia x' — ax a' , bisogna 
aggiugnervi a'x' -J- b'x'. 

E questa specie di ricerca può riescile importante in 
qualche caso, come avremo altrove occasione di osservarlo. 
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Presa la radice cubica a del termine a 1 dell' espressione 
data , il quale è cubo perfetto , questa é un termine 
della radice cercata ; ed esso elevato a cubo, e sottratto 
dall' espressione proposta ha dato per residuo 3o’ò + 

3a’c -f- cc. Ciò posto si è apparecchiato il divisore prcn. 
dendo il triplo del quadrato del termine a della radi- 
ce poc’ anzi trovato * , e per questo si è diviso il termi-* $.« 59 . 
ne 3 a'b di quel residuo ; il quoziente + b è stato ua 
altro termine della radice cercata , che finora l' è a-\-b. 

Ed elevato a cubo il binomio a-fì si è sottratto 
dall' espressione data , si è avuto il secondo residuo 
3a’c -p Gaie -}- te. , nel quale diviso il termine 3a’c pel 
divisore stesso 3a* di sopra apparecchiato , si è avuto 
il quoziente 4. c , terzo termine della radice cercata : e 
siccome elevato a cubo il trinomio a -f- 4 -f* c , e sot- 
tratto dall' espressione data non vi è residuo , perciò 
a + b + c è la radice richiesta. 
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CAPITOLO XI. 

DELLE COMBINAZIONI , E PERMUTAZIONI. 

J.i 66. Dim. Rappresentino a , b , c , d . . . . 
uu numero n di cose , che dirò elementi, ed essi preu- 
dansi a due a due , a tre a tre , ec. in tuli' i modi 
che ciò può farsi , escludendo però quelli che con di- 
verso ordine comprendono gli elementi stessi -, i risnl- 
tamenti che si otterranno si dicono Combinazioni. E si 
diranno Permutazioni le altre combinazioni degli e- 
lcmcnti stessi con orsi ine diverso da quello delle già 
formate. 

5 - 1 67. Def. ii. Se gli elementi si sono presi a 
due per volta , le combinazioni , o le permutazioni 
corrispondenti si diranno binarie ; se a tre per volta 
si diranno ternarie , ec, 

J. 168. Cosi degli clementi a , b , c , d , nc sa- 
rebbero combinazioni binarie le seguenti 

[ a, ò ] [ a, c ] [ », d ], ec. «. 

ternarie le altre 

[ a , A , c ] [ a, b, d ], cc. 

§. 169. E le permutazioni corrispondenti ad esse 
sarebbero , per le binarie 

[ò,a] [c,«j] [ d, a], cc. 

per le ternarie 

([«,</,£] 

per lai. J [ 4 , «, e ], per la a. Z [ b , a , d J 
( ec. ( cc. 

‘ L'ordinaria maniera di dinotare le combinazioni 
coll’ accozzamento delle lettere che ne esprimono gli ele- 
menti , ri è sembrata impropria , dopo ciò che si è sta- 
bilito nel 5- 17 , ond" è clic abbiamo adottata l'altra for- 
ma ijuauii esposta. 
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J.lyo. Dalla definizione recala nel J. iGfi. è chiaro 
primieramente , che se gli clementi dati a, 4 , c, «/.... 
fossero al numero n , c di essi si volessero le combi- 
nazioni al grado stesso m, non ve nc sarebbe che una sola. 

5. 171. Quindi con due elementi a, b non si po- 
trà ottenere che la sola combinazione [ a , b ], ed una 
sola permutazione [ b , a ] si potrà ottener da quella 
combinazione ; oiul' è che le combinazioni , c permuta- 
zioni saranno in numero di a. Che se gli elementi sie- 
110 tre a , b , e ; si potrà far da essi una sola com- 
binazione ternaria , che sia [ o, b , c ]. Ma siccome 
Va non si è presa che arbitrariamente per primo ter- 
mine , c b per secondo , c per terzo ; cosi cominciando 
a scambiare quel primo termine in b , o c, si avranno 
le due permutazioni [ 4 , a , c ] , [ c , b , a ] ; e scam- 
biando quel secondo termine b con c , e viceversa, in 
ciascuna delle poc' anzi ottenute tre permutazioni , si 
otterranno cosi le altra tre [ a, c, b ] [ c, a, b ] [ 4 ,c,o]. 
Che perciò essendosi colle precedenti operazioni eseguiti 
tutti i cambiamenti d' ordine , di cui cran suscettivi gli 
elementi di quella prima combinazione [ a, b, c ] , si vede 
chiaramente, che con tre clementi si abbia una sola com- 
binazione ternaria , e cinque permutazioni di questa ; 
ond’ è che il numero delle Ulte e delle altre sarà e- 
spresso da 6 , cioè da 3.3. 

§. 173. Che se gli elementi proposti erano 4 e- 
spressi da a , b , c , ri ; da essi non si avrebbe che la 
sola combinazione qtmdcrnaria [a, b , e, </ ] : e con un 
ragionamento analogo al precedente si vedrà , che scam- 
biando il b con l ’ a , il c con 1" a , il d con 1’ a ; cioè 
passando ciascun di questi clementi per primo , c quel- 
lo in luogo loro rispettivamente , si avranno tre j>er- 
mutazioni di quella prima combinazione ; ed in que- 
ste quattro espressioni potendo scambiarsi il c t d col 
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b , se ne verranno ad avere 8 altre , che con le quat- 
tro precedenti ne verranno a formare la. Finalmente 
in queste la scambiando il d col c , ne nasceranno ■ a 
altre : ond’ è , che il numero delle combinazioni , e per- 
mutazioni di 4 lettere sia a { , cioè «presso da 4-3. a. i. 

S- i y3. In generale per un uumero m di elemen- 
ti , le combinazioni , c permutazioni al grado m do- 
vranno essere espresse da m (m — — (m — i) ). 

Di fatti , sia ciò vero per un determinato numero m ; 
se tal numero si accresca di i, sicché divenga m + i = m' 
la formolo poc' anzi recata si cambierà in 

( m + ' ) »! ( ni — i ) ( ( ni -f - 1 ) — ni ) ) 

cioè in 

in' ( m' — • i ) ( m' — a ) ( m' — ( ih' — i ) 

la quale è identica in forma alla proposta ; e ciò in- 
dica che verificandosi quella per un dato grado di com- 
biuazioui , e permutazioni , debba anche aver luogo per 
l'altra di un grado superiore ; ma quella furinola si è 
veduto esser vera fino alle combinazioni , c permula- 
ija.zioni quadernario di 4 elementi *. Dunque dovrà pu- 
re «ver luogo per le penlcnuric di 5 elementi ; e co- 
si procedendo oltre. 

PROBLEMA I 

§. x 74 - Dati il numero m di clementi csprcsii dal- 
le lettere a , b , e , d , c .... ; determinare il nu- 
mero delle combinazioni , e permutazioni binarie delle 
medesime- 

Sol.cz È manifesto che accoppiando ad a una |ier 
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volta ciascuna (Ielle altre lettere , clic sono al numero 
ni — i , si verranno ad avere tutte le combinazioni di a 
eoa quelle; le quali combinazioni risulteranno al numero 
m — i : similmente accoppiando a b tutte le altre let- 
tere anche al numero m — i , compresavi la, si ver- 
ranno ad avere tutte le combinazioni di b con quelle; 
e queste risulteranno anche al numero m — l ; e cosi 
continuando in seguito per tutti gli altri clementi c,d. . . 
si verranno ad avere m di serie di combinazioni, cia- 
scuna al numero m — i di termini , nelle quali, co- 
ni è chiaro vi si comprenderanno anche tutte le per- 
mutazioni di quelle combinazioni , ond’ è che il nu- 
mero delle une e delle altre dovrà essere dinotato da 
„i i ) , e quindi quello delle une , o delle altre 

... m(m — i ) 

si'paratamcnle dovrà venir dinotato da 




PROBLEMA li. 

J. 1 -j. Esibire il numero delle combinazioni, c per- 
mutazioni ternarie, o quello delle sole combinazioni , che 
possami effettuare con m elementi. 

Sol. Suppongaci fatte le combinazioni, e le per- , 
mutazioni binarie di essi m elementi, che saranno, co- 
me si è veduto al numero m ( m — 1 ) . Per avere le 
ternarie, è chiaro che ad ognuna di queste converrà 
accoppiarvi ciascuno degli elementi dati , dal terzo in 
poi , cioè da c in poi , il che per ogni una di quello 
combinazioni, e permutazioni binarie ne darebbe in — a 
ternarie ; e quindi 1 ’ intero numero delle combi- 
nazioni , e permutazioni ternarie verrà espresso da 
m{m 1) (m — a). Ma per ogni combinazione terna- 

ria si hanno cinque permutazioni , sicché quella vie* 
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nc ad essere quanto il sesto del numero delle une e 

*$. 171. delle altre*. Laonde il semplice numero delle combina- 

. . . . . , . m ( m — i)(m — a) 

noni richieste verrà espresso da — . — 

1 . a. 3. 

J. 1 yO. Scol. Continuando il ragionamento in mo- 
do simile a quello del precedente problema , si tro- 
verà che il numero delle combinazioni , e permutazio- 
ni quadernarie di m clementi sia espresso da 

m ( m — 1 ) ( m — a) (in — 3 ) ; 
c che quello delle sole combinazioni venghi dinotato da 
m (m — 1) (m — 3) (m — 3 ) 

1. a. 3 . 4 - 

Ed in generale die la formola che esprime le jicrmu- 
tazioni , e combinazioni al grado n di m elementi , 
sia la seguente 

m(m — 1) (m — a) (m — 3 ) . . . (m — [ in -(- 1 ] ) 
e quella delle sole combinazioni 

m(ni — 1) (m — a) («n — 3 ) . . . (m — [m-f 1 ] ) 

1 . a. 3. 4 

Ed una lai cosa volendo dimostrarla qui generalmen- 
te si potrà far uso di un ragionamento analogo a quel- 
lo del $. 1 -3 ; il qual metodo di dimostrare è da noi 
soventi volte adoperato in questi Elementi. 

5. 1 "7. E ciò può qui bastare per l’uso che dovremo 
fare del presente argomento ; intorno al quale chi desi- 
dera maggiore estensione , ed un esercizio di curiosi 
Problemi , ebe da questa teorica immantinente dipen- 
dono , potrà riscontrare principalmente il Cap. XI. 
pari. 1. e II. &c\Y Algebra del Signor Lhuilier, 
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CAPITOLO XII. 

l'ORMOLA GENERALE DELLO SVILUPPO DI UNA 
POTENZA QUALUNQUE DI UN BINOMIO. 

5 - 176. Diverse dimostrazioni sono state date da- 
gli analisti per lo sviluppo della forinola ( x 4- a )", 
conosciuta volgarmente col nome di Binomio del Kewton , 
ove la m rappresenti un numero qualunque. Di que- 
ste le generalissime riposano sopra principjsuperiori a 
quelli che ora trattiamo in questa parte dell' Analisi 
Algebrica , e dopo l'esposizione de 'quali anche noi non 
tralasceremo di ritornare su questo argomento mede- 
simo , la cui importanza ci obbliga però, per ragion 
di metodo, a doverne ora trattare. Altre che su prin- 
cipj elementari sono {ondate , che perciò al presente 
trattato si confanno , pel caso più semplice, cioè per 
quello in cui m sia un numero intero positivo , dal 
quale poi la dimostrazione degli altri casi trovasi de- 
dotta , sono fondate sull' induzione ’, ed in talune di 
queste solamente , dopo di essersi cosi prodotto il ra- 
gionamento fino ad un certo segno, da derivarne con 
chiarezza la legge onde progredivano i termini di quel- 
lo sviluppo , vi si trova poi dimostrata generalmente 
la continuazione della stessa legge in appresso, cioè per 
tutti gli altri termini , e per qualunque valore intero 
e positivo della m. 

J. 179. A me pare intanto , che siccome la for- 
mazione della potenza del binomio in questo primo 
caso , consiste eflctlivamenle in una continuata molti- 
plicazione di quel binomio per se stesso , sicché per 
tal modo venga a comporsi un prodotto di m fattori 
espressi dal medesimo binomio ; cosi la legge di que- 
sta formazione dalla natura di un prodotto di fattori 
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binomi tifila forma z -f a debba direttamente ripeter- 
si. E tanto più mi giova che in tal modo questo ar- 
gomento sia qui trattato , quanto che potrò in appres- 
so valermi di questa stessa ricerca nella composizione 
de’ coefficienti determini delle equazioni composte, nel 
quale argomento anche dell’ induzione la maggior par- 
te degli analisti si vale . 

TEOREMA. 

§. 180. Se un polinomio ordinato per rapporto ad 
una lettera x comune a’ suoi termini si trovi essere dei- 
la forma 

x m -f Ax m —' -J- j 5 x™ — * -(- ec + r 

che chiamerò generalmente M , ed esso si moltiplichi 
pel binomio x-\-a; il prodotto dovrà essere un polino- 
mio ordinato per rapporto alla stessa x al grado m -f i , 
ed avere un termine di più del proposto- 

Dim. Imperocché moltiplicando il polinomio M 
per x primo termine del binomio x -f- tf, si ha di nuo- 
vo lo stesso polinomio con la x accresciuta di una di- 
mensione in ciascun termine ; ed in seguito moltipli- 
cando quel polinomio per -fa si dovrò avere im al- 
tro prodotto nel quale la x si troverà al grado stesso, 

< he nel polinomio proposto , avendo -f a per fattore 
in tutti i suoi termini. Sicché stabilendo questo nuovo 
prodotto di rincontro al precedente , incominciando 
perciò dal secondo termine di questo , si potranno ri- 
durre ad un solo i termini moltiplicati per lo stesso 
grado della x , e risulterà cosi 


+ Ax~ fi i*-' 4. T x 

+ ax m -\-Aax m ~‘ -f Jax-f-a T 

cioè 


*" + 1 +("' + ")*" + (f + Aa)xT-< f (r+Ja)x-f aT 
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il qua] prodotto , che in appresso dinoterò per N, si 
vede aver le condizioni proposte nel Teorema presente. 

$. 181. Cor. 1. Il prodotto di due binomi della 
forma x -f- a , x + b dee essere un trinomio , ove 
la x ascenda a due dimensioni nel primo termine : quel- 
lo di tre binornj * + « > * + ò > * + c dovrà avere 
quattro termini , e la x nel primo di questi al terzo 
grado. E generalmente se sieno al numero m i fattori 
binomj x-f-a, x-\-b, x-f-e, ec. il loro prodotto do- 
vrà costare di m -f- 1 termini , nel primo de'quali la x 
si troverà al grado m. 

J. 183, Coa. 11. L’ultimo termine -f-«rncl po- 
linomio N risulta dal prodotto del secondo termine del 
binomio x -f- a per l’ ultimo termine T del polinomio 
M pel quale si è moltiplicato, e cosi supponendo que- 
sto polinomio M nato dal prodotto di un polinomio 
M' , ove la x era al grado m— 1 , e l'ultimo termine 
veniva espresso da T' ì per un fattore binomio x-t-a, 
si troverebbe essere T=>xT' ; e similmente retrogra- 
dando fino al primo fattore binomio del polinomio M, 
si troverebbe che 1’ ultimo termine di un polinomio, 
composto da fattori binomj della forma sopraindicata, 
debba costare del prodotto di lutti i secondi termini 
di que' binomj ; il che per altro era anche chiaro dal- 
la moltiplicazione. 


PROBLEMA. 

§. « 83. Se un polinomio tia composto da fattori 
binomj della forma x+a , x-J-ò , x + c, ec. ; si vuol 
determinare la natura de' coefficienti della x per ciascun 
termine di esso.’ 

Per facilità maggiore supponiamo nel polinomio 


e 
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* §. i8n,N * trasformala la m 4. 1 iti n , sicché esso di veti gli» 
della seguente forma IV 

jr'-f- (yf-f-a)**— •' : -\.(B-^-Aa)x l '~‘-^-....-{-{T-\-Sa)x-\-Ta 
È chiaro che 1’ introduzione del fattore 1 a nel po- 
linomio M ha accrescinto di 4. a il coefficiente del 
secondo termine di quello \ e questa legge dovendo sem- 
pre verificarsi , cioè aver luogo auche pel polinomio 
M derivante da M'(x-pst) , sicché la A sia uguale 
ad /-)-» , e cosi in appresso , ai vedrà che general- 
mente : Il coefficiente del secondo termine del prodotto 
di più fattori binomj , tal che i-fa , x -|-i , x-f-c, ce., 
debba risultar dalla somma de' secondi termini di quei 
binomj. 

Similmente il coefficiente della x* — * , cioè del 
terzo termine del polinomio IV è B 4 Aa s ove A coef- 
ficiente del secondo termine del polinomio M , che a- 
veva un fattore binomio di meno che IV rappresenta 
la somma di tutti i secondi termini a, / 3 , y , ce. de* 
fattori hinomj di M , al numero di m ; che perciò è 
chiaro , che Aa dinoti la somma delle combinazioni del 
secondo termine del binomio x 4- a co' secondi termi- 
ni -4 * , fi , 4- y , ec. degli altri binomj fattori 
di M; sicché per 1* introduzione di questo nuovo fat- 
tore x-l-a , il terzo termine del polinomio N' , che 
n’ é risultato , si trova accresciuto di tal somma di 
combinazioni. Ed essendo chiaro , che debba similmen- 
te B essere quanto B' -f- A' a , ove A' rappresenta 
-j- |3 -f- 7 -f- cc. ed « il secondo termine del nuovo 
fattore introdotto in M' per avere M , si vedrà che 
in generale : Il cocjficientc del terzo termine di un po- 
linomio prmlotlo da' binomj x-j-a, x-f -b , x-J-c , ec. 
debba esser rappresentalo dall aggregalo delle combina- 
zioni binarie di tutti i secondi termini di quefaltori. Ed 
in generale essendo Q + Pa il coefficiente di un ter- 
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mine qualunque dell' ordine p del prodotto N', e Q 
dinotando il coefficiente del luogo stesso nel polinomio 
precedente M, dovrà esso venir espresso da Q'-f-P'a; 
e similmente Q' sarebbe espresso da Q" -f- P" (3. Sic- 
ché il coefficiente del termine proposto dell' ordine p 
sarebbe espresso da Q'.... -f- P"'y P"fi-^-P'a -f. Pa, 
rapprcscutando Q r il coefficiente del termine dell' or- 
dine stesso di quello che noi consideriamo, ma nel po- 
linomio del gTado p — ( j che perciò verrebbe ad es- 
sere l’ ultimo termine di questo , e quindi rappresen- 
tato dal prodotto di tutti i secondi termini de’ binomj 
suoi fattori al numero p—i *. * 5 . 183 . 

Dal che c facile il conchiuderc , che : II coeffi- 
ciente di un termine qualunque n di quel prodotto N sia 
quanto la somma delle combinazioni al grado n — 1 di 
tutti i secondi termini de' fattori binomj di tal prodotto. 

5 . 1 84- Scol. Ed é poi anche fàcile a rilevarsi dalla 
regola data pc' segni nella moltiplicazione, che se i se- 
condi termini di que' fattori binomj sieno tutti positi- 
vi , saranno anche tutti positivi i termini di quel pro- 
dotto ; e che essendo negativi debbano alternarsi i ter- 
mini del prodotto, risultando negativo il secondo, po- 
sitivo il terzo , negativo il quarto cc. 


TEOREMA 

5- 1 85- Se 7 binomio x •+• a si elevi alla potenza 
n , dinotando n un numero intero politilo , una tal fio- 
lenza avrà la seguente forma 


n(n — l) . n(n — — a) . . 

*■ 4- nox" “ 1 4- -i - a'x* ~ ’ 4 ii - a , x— s . . 

1.3. 1.3.0. 

n(n — 0 • ■ • (n — n4-a) 

+- 7 — V-’x + n’ 

‘ I. 3. i. . . (« — 1 ) 1 
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Dim. Imperocché il coefficiente della x nel secon- 
do termine del prodotto dì n fattori * -J- a dee esser 
composto da n di volte -f- o, e quindi sarà esso -f- na. 

Il coefficiente della x nel terrò termine dee esser la 
somma delle combinazioni binarie di n lettere a, ed il 

* S- l /4-numcro di tali combinazioni essendo-— — *, e'f va- 

t. a. 

lore di una di esse venendo dinotato da a*, ne segue 
che >1 valore di tal coefficiente sia per I* appunto 
u(n — i) _ , .. . 

— - — - — a’. Inoltre il coefficiente del quarto termine 
risultando dalle combinazioni ternarie di n lettere a , 

* J.ijS.sarà perciò — ^ ^ — -a'*. E 1 coefficiente del ter- 

mine n risultando dalle combinazioni n — i di n lettere a, 

. -, n(n— i) . . . (n — n 4- ai 

*§. i" 6. dovrà esser dinotato da J: L 4 »"“' *. 

I. a. 3 (n — i) 

E combinando questa riduzione de’ coefficienti, per tal 
*S- >8o.caso , con ciò che nel precedente Teorema*’ si è dimo- 
strato, si rileverà facilmente la verità del nostro assunto. 

§. i8G. Scoi. t. Essendo identiche le due espres- 
sioni (x-|-a)* ed (a-J-x)"} identici dovranno pur es- 
sere i loro sviluppi 

.... . »("-»)-(«-*+*) T *(n—)...(„- n +,) 

*• a- «• a. 3. (n — ì) ì. a. 3 

a’+nxa—.+^ZLL'a’'-'... , n(n-Q...(n- n+l ) . 

• • >• i. 2 . 3. (n — i) ' ì. a. 3 n 

c solamente scritti con ordine permutato ; ond' è che 
debba il coefficiente n del secondo termine pareggiare 


l’ altro 


n(n — i )...(» — n-J- a) 


del penultimo termine ; 


i. a. 3. ...(» — i) 
e similmente il coefficiente — — — del terzo termine 


i. a. 
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dovrà «sere uguale a quello dcU'anlepenulliino termi- 
ne , e cosi in appresso. Laonde si vede , die quando 
siesi giunto ad ottenere la metà de’ coefficienti della 
potenza n del binomio x-f-a, se la n è impari ", quelli *$.180. 
de’ rimanenti termini saranno questi stessi scritti con 
ordine inverso , cioè incominciando dall' ultimo otte- 
nuto, e salendo al primo: e se la n è pari * bisogna "J. 180. 
giugnerc Gno al termine medio ; e pe' termini rima- 
nenti continuare , come si è detto , dal precedente a 
tal medio in indietro. 

$. 187. Scol. it. La semplice ispezione dello svi- 
luppo della potenza n del binomio ,r-f-<z fa vedere , 
die in ogni termine il coefficiente 1 stabilito nel modo gii 
detto , debba moltiplicare il prodotto de’ termini del 
binomio elevati rispettivamente a tali potenze , die la 
somma degl' indici di esse faccia n ; di tal ebe, se quel- 
lo di x fosse n — m , quello di a dovrebbe essere per 
1’ appunto m , dinotando m il luogo del termine mi- 
norato dell’uniti ; cosi die se quel termine sia il terzo, 
sarà in sa a ; se il quarto m = 3 , tc. In guisa clic 
volendo effettuare la potenza n del binomio x -|- a , si 
potrà abbreviar l’operazione nel seguente modo. 

Si stabilisca il prodotto x" — ™ a m , ed in esso si va- 
da sostituendo per m tuli’ i numeri interi , incomincian- 
do dal zero fino all' n stesso , sicché si abbia 

.1* , x*— '« , x’—’a’ . . . x— m a m , a* 

e per istabilirvi i coefficienti , essi saranno , come si 


' Qui il coefficiente è preso nel suo senso ristretto 
per quella espressione della m clic moltiplica in ciascun 
termine le potenze rispettive della x e della a, che sono 
i fattori determini del binomio proposto. 

7 
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è veduto, n pel secondo termine , — li pel terso , 

n(/i— 1 ) (n — i) 


i.a.3. 


pel quarto , er. 


E i i i i i o. 

J. t88. Foglia elevarsi a quinta potenza il binomio 

*/* + 4*- 

Il prodotto da stabilirsi é 

(»/•)*-« (4*)- 

e quindi i termini di tal potenza senza coefficienti sa- 
ranno 


1° 

(»/■)’ 

mao 

11° 

( X 4* 

m= i 

m° 

( 3 7’) , X(4i)’ 

ra = a 

IV> 

(»/’)’ x(4s)’ 

m=s3 

v° 

(a/*) X(4*)* 

m = 4 

VI° 

(4*-)’ 

m=5 


ed i coefficienti del secondo , e terio termine , e quin- 

*$i85.di quelli del quinto, e del quarto ", saranno — S — i 

1 i.a 

cioè 5 e io; ond è che una tal potenza , verrà espressa da 

cioè , eseguendo le operazioni indicate , da 
i» -j- 3ao/’; ia8<y 4 ;‘ -f- a56oj*i’ -f i56q>-’z* -f- ioa.{z s . 


'$■ 3i. $. j8f). Poiché * il binomio ( t-|- a)"=.r"( i -J- — )* 
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si potrà anche dare ad un binomio da elevarsi a po- 
tenza la qui recata forma , il che facilita lo sviluppo, 
rendendolo indipendente dal primo termine ; ed allo- 
ra non bisognerà far altro , in line dell' operazione , 

cbe moltiplicare lo sviluppo ottenuto da 

per **, a fine di ottenere quello di (* 4- a)* : e dò 
suole adoperarsi principalmente ne’ casi dell'esponen- 
te n non intero e positivo , ove riesce vantaggioso. 



- waA 
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CAPITOLO XIII. 

CONTINUAZIONE DELLO STESSO ARGOMENTO 
DEL PRECEDENTE CAPITOLO. 

J. 190. Passiamo ora a ricercar lo sviluppo del bi- 
nomio ( x -f- »)" » supposto che sia n un numero qua- 
lunque . Noi seguiremo in questa ricerca il metodo te- 
nuto dell' illustre signor Lhuilier nella sua opera in- 
titolata Principiorum CalcuU Diffcrentialis et Integrali! 
txposilio elementari! , e ripetuto poi dallo stesso ne’ suoi 
Elementi di Algebra al Cap. XIII ; poiché un tal me- 
todo non solo ci sembra assai conducente per l' esat- 
tezza , c chiarezza de' principi su i quali c fondato ; ma 
é pure quasi che connesso con la dimostrazione da noi 
data del caso I. di un tale sviluppo ' . 

LEMMA I. 

5 - 191. Siena due Jormole , tali che 
M x m ~'+B x "— +G : ' . . . +P ' <*-■>+ Q r»- r 

N xf'+A’x—' +C'x’-‘ .. . . +/>' r— <'—•>+ Q'x—' 
ordinate per rispetto ad una stessa lettera ‘ x , ( A, B, C... 

‘ Questo metodo del Lhuilier , conviene in prin- 
cipio , come egli stesso lo avverte , con quello esposto 
dall’ Eulero, per la dimostrazione geuerale ed elementa- 
re della formola del 'binomio , nel voi. XIX. de' Novi 
Commentarli dell' Accademia di Pietroburgo, anno 
Ma la faci! riduzione di ciascun coefficiente di un termi- 
ne a quello del precedente ad esso , che qui appresso si 
vedrli , è interamente dovuta al matematico di Ginevra ; 
ed è ciò da riputarsi non ultima parte in tal dimostrazione. 

* Cioè disposte in modo , che ne 1 termini successi- 
vi I’ esponente della x vadasi continuamente abbassan- 
do di t. 
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Q ••• i A' , B' , C . . . . Q' .... dinotano i coef- 
ficienti della x ; e quelli elle sono solamente diversi per 
1 apice ' che gli affetta , appartengono a’ termini dell’or- 
dine medesimo ) ed esse Jbrtnole si moltiplichino tra loro-, 
ciascun termine del prodotto , il cui grado o luogo sia 
dinotato da r risulterà dalla somma de' prodotti del ter- 
mine dello stesso grado nclT un fattore per lo primo ter- 
mine dell altro fattore , del termine del grado r — i 
nell un Jattore per lo secondo deli altro , e così sempre 
retrogradando , fuchi si giunga a moltiplicare il primo 
termine deli un fattore pel termine del grado r deli al- 
tro. He' quali prodotti parziali f esponente della x ri- 
sulterà sempre lo stesso , cioè quanto rn-^-n — r- 

Cosi , per lo termine corrispondente nel prodot- 
to a quelli che sono dinotati ne’ fattori rispettivamen- 
te da Qx m — r , Q'x , ~ r verrà esso espresso da 

Qx m - r .x’ , -\.Px m —< r — ‘Kd'x— . . . +P'x*—l'—'\Axt m —’+Q'x'*- r .x m 

La dimostrazione di ciò è chiara dalla natura della 
moltiplicazione. 


LEMMA li. 

5 »9>- Supposto che i coejicienti A ,B , C 

A ' , B‘, C sic no composti in m ed n rispettivamen- 

te, come quelli della formala del binomio ; i coefficienti 
del prodotto delle formole proposte , saranno similmente 
composti in m -J- n , che lo sono in m , o pure in n 
quelli delT ordine stesso nelle formale date. 

Dm. I coefficienti delle formole date , essendo ri- 
spettivamente i seguenti : 
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per LÀ PRIMA, 
i 

m 

mfrn — i) 
i. a. 

m(m — i )(m — a) 
i.a.3. 

m(m — i)(m — a)(m — 3) 
i.a. 3 . 4 * 

m(m — i)(m — a)(m — 3X"* — 4) 
i. a. 3. 4-5. 
ec. 


PER LÀ SECONDA. 

X 

m 

i.a. 

K"— »)(« — ») 

n(n — i )(n — i)(it — 3 ) 

i.a. 3 . 4 - 

n(n~ i)(« — »)(« — 3)(« — 4 ) 
1.1. 3 . 4 - 5 . 
ec. 


perciò quello del secondo termine del prodotto di tali 
* J. 191. forinole dovrà risultare espresso da m -(- « *. 

Quello del terzo termine di tal prodotto , sarà 

m(m — 1) n(n — 1) m(m — 1) 1 .mn n(n — 1) 

— — 1 - m.n - 1 — 1 1 

t.a. 1 1 i.a, i.a. t.a. ' 1.1. 

m(m — 1) m. n 


m. n n!n — 1) 

+ « + 1 

1.1. ' ì.a, 

— 1) n(m -f- « — 0 

nr * *" «.a. 

(in -4» n) (tu 4 - n 0 
ì.a. 


Il Coefficiente del quarto termine del prodotto me* 
desimo verrà rappresentato da 
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m . (m — i ) (m — a) 

1.3.3 


m,(m 

t 


I 

che , cavando il fattore 
seguente trinomio 


»°4 

i) (m— a) (ni— 3) w-p— i ) ( m - 

1.3. 3. 4 1-3.3 

cioè da 

nt.(w— i) (m— a) (w— 3 ) 4<i.m.(m — i)(i 

1 . 1.34 ^ i.a.3.4 

E quindi da 

(ni— a) (ni— 3) ì) (w- 

1. 3.3.4 1 . 3.3.4 

, 3n.m.(ni — 1 ) (m 
+ 1 . 3.3.4 


Ma questa espresso 

Adu, 

i.a 

11 coefficiente del q 


che , cavando il fattore comune 


m-f- n — 


■ « v sa v uiiuo 1* lattvii; vvuiuuv ■z — 

4 

rispondenti del seguente quadrinomio 


m-(-n — 3 m.(m — 1 ) (m — 3 ) 1 

4 x m +■ 


cioè ad 


m-f-n — 3 
4 



Nel qual risultamento ritrovandosi la 
fidente del termine presente verri espress 


j 
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-*)•** ' m.(m — i ) ^ (n--i).m ^ n.(n~ i) (» — a) (/> — 3) (zi— 4) 


1.2.3 


1 . 2 . 3.4 


« — 2 } , 2.3.m.(m — i).n.(n — i 4 m.n.(n — t) (n — 2 ) t n.(n — 1 ) (n — 2 ) (n — 3) (n — 4) 

h 1.2.34 + 1 1. 2.3.4 


— 2 ) 


2 ) , 3m.( ni — 1 ).».( n — 1 ) 

+ 1 . 2.3.4 

3»i.(m — 1 ).«.(«— 1 ) 3m.n.(n— i) (n — 2 ) 


1.2. 3.4 


1.2.3. 4 


, m.n.(n — 1 ) (n — 2 ) , n.(n — 1 ) (n — 2 ) (n — 3) (n — 4) 

rzx 4 + 1 . 2 . 3.4 


da ogni binomio costituente ciascuna linea , si riduce , linea per linea , a’ termini cor* 


n-f-ft — 3 w 3 m (in — i).n , m-f-n — 3 _ 3n.(n — 1 ).« _ m-f-n — 3 __ n.(n — i)(n — 2 ) 

4 X — - 1 *r , X ■ — - • . 4 - . X ■ 

1 . 2.3 4 1 . 2.3 4 


1.2.3 


— i)(m — 2 ~) L 3n.m.(m — 1 ) 3m.n.(n — 1 ) n.(n — 1 ) (n — a) - ! 

1.2.3 1.2.3 ' 1.2.3 1 . 2 . 3 J 

quantità compresa nel vincolo aguale al coefficiente del termine precedente ; perciò il coef- 
> di 

ro»(m-f-n) (m+n — 1 ) (m-f-n — 2 ) (m-j-u — 3) 

1.2. 3. 4 
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E cosi potrebbe prolungarsi una tal dimostrazione ; 
ma senza ciò Care , c facile il vedere che la legge la qua- 
le finora si è conosciuto aver luogo , debba continua- 
re pe’ coefficienti de' termini seguenti , subito che si 
riflette , cbe i fattori ond' essi nascono procedono sem- 
pre con la medesima legge , e similmente le operazio- 
ni cbe si debbono fare per eseguir le riduzioni in quel 
prodotto . 

5 - ic> 3 . Scol. Da’ due precedenti Lemmi è facile 
rilevare , che il prodotto degli sviluppi de’ binomj 
( x a )" , ( x -J- a )* , ( x -J- a y t cc. sia una forino- 
la binomiale analoga allo sviluppo di un de' fattori t 
ove in luogo deU'espouenlc di questo vi stia m-\-n-\-p-\-ec. 
La qual cosa per altro rendcvas! anche chiara dal 
5. a6 , essendo ( * 4 - a )"( * -J- a )"( r -\-a )? ec. = 
(r-}-a)" , +*+r + * c - Quindi: 

5.IQ4- Cor. 1 . Il quculrato , il cubo ... la po- 
tenza R-esima di una forinola binomiale si otterrà so- 
stituendo da per ogni dove entra il suo esponente , il dop- 
pio di questo , il triplo , o n- voi te il medesimo . 

5.195. Cor. 11. Al contrario : La radice p di una 
forinola binomiale ( ore p dinota un numero intero po- 
sitivo ) si otterrà sostituendo da per tutto in quella for- 
inola r esponente della medesima diviso per p. 

Poiché al contrario con sostituire in questa nuo- 
va forinola binomiale , invece dell’ esponente che vi si 
trova lo stesso preso p di volte , si ritorna alla proposta. 
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TEOREMA I. 

5. 196. Se in ed n sieno numeri interi positivi , do- 
vrà essere 

, , . " 2 , m ' , tn r "t , 5 — 9 

(x-f-<0"=:t” + — -ox" 4. — I t la x 


1.3. 



ITI 

rm n 


rm , .“I 

+ 


1 

ss.» 



n 

L» J 


L n J 


i.i.i r 


Dix. Ciò é manifesto dal gii detto nel Corull. 3. 

* 5 - 195 del Lemma u.* 

TEOREMA H. 

5- 197. / binomi (x-{-a) ~ " , ed (x + a) “ « 
svolgono anrh' essi in espressioni come t/ucllc de' §§. 18 5 

e sg6 rispettivamente , ove però invece di m, — si pon- 

m 

ga—m , — — ■ 

Dim. Di fatti se lo sviluppo di(x-f-u)" si divida 
per 1 ’ altro di (rf a)^ , il quoziente sari un'altra e- 
sprcssione , ove siavi n — p sostituito alla n , o alla p di 
una delle proposte ; c quindi se p = n -p m , sarà n — « — m 
cioè — in la quantità da sostituirsi nella formula quo- 
ziente . Laonde ec. 

E la stessa dimostrazione ha luogo anche per 1 ' al- 
tro caso del presente Teorema . 

Ali rea. 

5- 198. 11 binomio (x-f a)"* moltiplicato per 1' al- 
tro (x-j-a) — * dà (x-|-a)“= 1 ; oude tale de* an- 
eli' essere il prodotto delle rispettive formolo in cui 
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CAPITOLO XIV. 


AVVERTENZE NECESSARIE PER CONVENIENTE- 
MENTE SVILUPPARE LA POTENZA DI UN BINOMIO 


5- 199. Allorché si sviluppa in serie il binomio (x-f-a)", 
ove m dinoti un numero intero positivo , è chiaro die 
giunti al termine m -j- 1 vi si deliba nel coefficiente di 
questo , e cosi pur ne’ seguenti contener sempre il fat- 
tore m — m cioè zero, dal che venendo essi a svani- 
re , ne segue che la serie dopo quel numero di termi- 
ni si arresti . Al contrario , siccome quel fattore zero 
non mai dee aver luogo ove la m si supponga essere 
un numero negativo, o frazionario, cosi è che in que- 
sti casi la serie esprimente quello sviluppo debba pro- 
cedere all' infinito . Ed è perciò che in esd è della 
massima importanza , che i termini dello sviluppo va- 
dano sempre decrescendo ; cioè , come sogliono espri- 
mersi gli analisti , che la serie sia la più convergente 
possibile , affinchè dalla somma di nn numero di que’ 
termini {tossa ottenersi , con quella approssimazione 
che si vuole , il valore dello sviluppo medesimo. 

100. Per riescire in ciò , pongasi la forinola 
binomiale 


m(m — 1 ) 

"4-wi.ax" - ‘4- — 1 

• 1.3. 


m(m — 1) (m — a) , , 

a'jf-'A ! il a'x — 3 .... 

1.3.3 


sotto l'altra forma 


[■+*T 


a m(«i — 1) a' m(m — 1) (m — a) a 1 


+ 




i.a.3 


] 


eh’ è precisamente lo sviluppo di x" [■+*]- , for- 
inola ridotta dall'altra (x -f- a)“ : si vedrà chiaramen- 


te che sempre che 


a 

X 


sia un fratto vero , i termini com- 


Digitized by Google 


E L E K E I I 1 I 1 


io<) Lei. i. 


presi nel vincolo dovranno , da un certo luogo in poi , 
andar necessariamente decrescendo , e con tanta più ra- 
pidità , per quanto più sarà piccola 1' a in paragone 
della * ; che perciò qualunque sia 1‘ esponente m , cioè un 
intero positivo , o negativo , o pure un fratto positivo , 
o negativo , per ottenere una serie la più convergente 
possibile dello sviluppo (li A m , bisogna ebe il nume- 
ro A sia diviso in tal binomio x a , ebe la x serbi 
alla a il maggior rapporto possibile . 

S-ioi. Or nel caso della m negativa , la forinola 
ridotta del j. precedente , prenderà la seguente forma 

j I” a m(m-l-i) o* a 1 

— I I — m — «4- — — — ♦ — ; 

x'* L * ».a x i.a.3 x* 

per la quale , affinché sia ben condizionata per 1* uso 
ebe dee farsene nello sviluppare una potenza negati- 
va , basta l’aver adempito a quello che fi c qui so- 
pra indicato * . •$ prcc. 

5- aoa. Che se poi quell’ esponente m sia un frat- 
to della forma + — , gli sviluppi corrispondenti a’ 

-1 e — 

binornj ^*"[« + -2-]' , ed [* + -j] 

saranno rispettivamente rappresentali da 


+ T* 


a n(n — r)a' 


+ 


n — r) (n — a r) a % 

7 


ed -L-T. + 

v* L r x , - 9 - 


x ■ E.a.r” x' i.i.l. r 3 

»(n-f-r) a* n(n-|-r) (n-J-ar) a’ 
r* x' 1.2.3. r* x 1 




ove ti vede clic oltre la condizione necessaria a ren- 
dere convergente la serie compresa nel vincolo , si 
richiede , perchè possa farsi uso di tale sviluppo , 
che il coefficiente dei vincolo sia quantità razionale , 


•] 
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cioè die si possi da x' estrarre la radice r •. vale a dire 
che il primo termine del binomio x -j- a , debba esser pre- 
x 

so in modo che il fratto — — sia il più piccolo possibi- 
le , ma con la condizione che x* sia potenza esatta del 
grado r . 

I seguenti esempj rischiareranno ciò che si è fi- 
nora generalmente indicato . 

EER UH ESrOXEZTB SEGJTirO. 

Esempio I. 

§.ao3. Si vuole svolgere in serie , per mezzo della for- 
inola del binomio , il Jralto — . 


Se un tal fratto pongasi sotto la forma — -j— = 

( i + i y~’\ si avrà col paragonar questo binomio all’al- 
tro (x-j-a) - •" , x — i,<j = i,m=:i,e quindi lo 
sviluppo del 5- >01 si ridurrà al seguente 

i — i+i— i-j-i — ce 

eh’ è quello stesso clic si ottenne per mezzo della di- 
visione nel $-io5, e che, come si vede, non può es- 
sere di alcun uso . 


Che se pongasi i = 3 — i , si avrà — = = 

ad — i 

(3— i)— ', donde si ha lo sviluppo già alquanto con- 
vergente 



Inoltre se ridettasi ebe 


i » a a 

a 4 d -j- i 5 — i 
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a(5— i)— * i si otterrà, per tale apparecchio, lo «vi- 
luppo a«sai più convergente del precedente , cioè 



E così procedendo innanzi ai potrebbero ottenere 
pel fratto -i- sviluppi sempre più convergenti : 

Esempio II. 

i 

§. io4 . Sia proposto a svolgere in serie i/yrotto- iooooo £‘ 


Pongasi 3=4— , > sicché il fratto proposto pren- 


da la forma 


;= (4 — 0 


— IOOOOOO 


Ese- 

^ ; j lOOOOOO * 

guendo lo sviluppo col porre nella forinola del§. aoi 
x=4, <z=i , m = — ioooooo , essa prenderà la se- 
guente forma 

i r- i ioooooo X ioooooj 

— I i — xooooooX-3 — (- 

/toooooool 1 


1.2 


ioooooo X ioooooi X loooooa 


X T6- 


I.2.Ì. 


X ìi 3 


J. ao5- Ritornando però a quello eh è stato detto 
per questo caso dello sviluppo di un binomio , si vede 
anche dalla serie poc' anzi espressa , che un tale svi- 
luppo ne’ casi particolari non può essere di alcuna u- 
tilità nell’ Analisi Algebrica . Imperocché nessun van- 
taggio si potrà mai ottenere dallo svolgere in serie la 

frazione — , ove <i sia un numero ; e poi si vede che 
o* 

una tale operazione obbligherebbe ad elevare alla stes- 
sa potenza n un numero di un’ unità maggiore di a, 
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quando lo scindimento di questo si abbia volato con- 
dizionare nella maniera più vantaggiosa ; sicché sarà 
assai più conducente il rappresentare come conviensi il 

fratto — , elevando da principio il numero a alla po- 
tenza cercata n. Non cosi però ne' casi dell’ esponen- 
te frazionario , che ora particolarmente considereremo , 
ne - quali la formola del binomio conduce ad ottener le 
radici de' numeri con una conveniente e rapida appros- 
simazione ; e serve anche vantaggiosamente in molti cas i 
nell’ Analisi Sublime . 


ree un esromsnrt frjzioh ario. 
Esempio I. 

ao6. Si vuole estrarre la radice quadrata da a , 
cioè si vuol svolgere in serie V *• 

Se pongasi a = i -f i ; per mezzo della prima for- 
inola esposta nel §. aoa , ove sbi , r= a , si otterrà 
./ T , 1 1 , I So ai 

* a 8 + >t> — ia8+558~7S^4 

Che se pongasi 2 = 4 — 1 si otterrà la seguente se- 
rie Un poco piu convergente. 

*-•[■+*-*+£ ] 

E continuando a decomporre il a nelle due parti 

« * si otterrebbe la serie assai più convergente 


' Cioè moltiplicando il a pel numero quadrato a5 , 
e poi operando 1’ indicato sciudimento . 
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Va=s 7[ ,+ à“^T4 + ;-'-] 

E si otterrebbe una serie anche più convergente 
della precedente , se pongasi a — 
steso per altri casi . 


«44 


144 - E, ° 


Esempio II. 


$■ ao^, Dcllasi ora esibire lo sviluppo in serie del 
fratto — sa a — 4 

V* 


Si scinda il a in uno de' binomj già indicati nel 
precedente esempio , e poi si esegua lo sviluppo come 
in esso sta detto , variando solamente col porre la 
1 

a ' 

Scolio. 

J. ao8. Oltre al metodo esposto di sopra , per e- 
strarre per approssimazione le radici dalle formule bi- 
nomie della forma x" -f- a , ove n sia il grado della ra- 
dice , 1* Halley un altro nc espose nel voi. delle Tran- 
sazioni Filosofiche del i6t)4 > che per la faciltà , e ce- 
lerità con cui conduce ad una grande approssimazione 
delle radici richieste non merita di esser trascurato , 
come Io è in quasi tutte le istituzioni di Algebra , non 
trovandosi riportato che negli Elementi del ile la Cali- 
le pubblicali dui Marie , ed appena accennalo nelle Note 
agli Elementi di Algebra di Eulero . 

Un tal metodo clic riduce immantinente la pro- 
posta estrazione di radice del grado n a quella di una 
radice quadrata , verrà esposto nel seguente Libro . 
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CAPITOLO XV. 

CONSEGUENZE CHE DERIVANSI DAL CAP. XIII. 

J. 109. Se i due binomj (z-J-n)", (se — a)* 
*i sviluppino nelle loro corrispondenti serie , è chiaro 
die queste dovranno essere identiche nel valore de' ter- 
mini , e solamente aver di contrario segno quelli che 
contengono le potenze impari della a , cioè il secondo, 
il quarto , ed in generale tutti i termini de' luoghi pa- 
ri ; che perciò se que’ due sviluppi si sommino tra lo- 
ro , dovranno distruggersi questi termini ; e solamen- 
te trovarsi in quella somma i doppi de' termini impa- 
ri , vale a dire , che tal somma sarà quanto il dop- 
pio di uno di quelli sviluppi , ove siensi soppressi tut- _ 
ti i termini de' luoghi impari , c quindi espressa da 

a ,r, "(«—')■ a* . "(«-■) (»—») .. 

5- aio. Che se al contrario si fosse l’uno svilup- 
po Innondale sottratto dall’ altro , per esempio il se- 
condo dal primo , sì vede facilmente che sarebbero 
disparsi i termini de’ luoghi impari , restando sola- 
mente in tal somma il doppio di ciascun termine di 
luogo pari , cioè si sarebbe ottenuto un risultamento 
della seguente forma 

2 An — 1 »(«— »X"— a ) . <•' ■ " iX«— »X"— 3 X n — f) .** ■ 

L * **" 1.2.3 X* ' I.2.3.{.5 x' ' 

5. ali. Quindi se la a fosse una quantità imma- 
ginaria, tal clic b\j — I ; si vede che quella prima 
espressione dinotante la somma delle due formolo In- 
nondali proposte risulterebbe reale , e della forma 
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t n(n—i) b' n(n — i) (« — a) (« — 3) 4 4 “I 

i ’ — ; + ~ cc - 

i.a x’ ' i.a.J-4 x' J 

ed a] co» Irario I' espressione della loro dlflVmiza sa- 
rebbe immaginaria , e della forma segnenlc 

,4/ ,r b . »(«— OC "— & , » («— •)(«— »x«— 3)(«— 4). i>' . . i 

V 1 L »~+ ITaTi ^ + ;XTT5 ■?+"•] 


5- aia. S'intende poi per intuizione, che in 
questo caso ciascuna delle forinole in cui si svilup- 
pa il binomio (x+iV- t )* , qualunque sia l’e- 
sponenlc n, debba essere un’ esprc sione della forma 
A±BV— i , ove A dinoti tuli' i termini impari di 
quello sviluppo , che sono quantità reali , e B tutti i 
termini de' luoghi pari che sono ìmmagiuarj , e ne' qua- 
li si è cavato per fattore comune il \/ — 1 . E que- 
sto paragrafo potrà aversi come una convencvol conti- 
nuazione di quanto si disse già nell' altro 146 . 

5 . ai3. Chiuderemo qui l'argomento dello svi- 
luppo di un binomio iu serie , indicando la manie- 
ra di adoperare la stessa formola nell' esprimere la 
potenza n di un trinomio , quadrinomio , ed in 
generale di un polinomio qualunque . Sia di fatti 
x-f- a -J- b -f- ec. uu poliuomio da elevarsi alla potenza 
qualunque n : si ponga a -j- b + c ec. = /, prende- 

rà quel polinomio , per tal sostituzione , la forma di 
un binomio , tal che x -(-_>• ; ed eseguitosi lo sviluppo 
della potenza n di tal binomio , non resterà poi a 

far altro , che sostituire ad y , yr‘ , y* y m 

le loro equivalenti espressioni « -(- b -f- c -J- cc. , 

( a + i + c + ec. )* , (rt-|-4+c + ec. y 

( a-f-4-J-e-f-cc.)*, le quali si otterranno similmente per 
mezzo della formola del binomio , adoperando lo stes- 

8 
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so ripiego di poc’ anzi ; a ciò finché si pervenga a 
potenze di Linomj . Ma di quaste potenze indetermi- 
nate di polinomj altrove si avrà occasione di esprimer- 
ne la forma generalmente. 
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ELEMENTARE 

LIBRO n. 

DELLE EQUAZIONI DI 1° , E 11° GRADO , 
E DI ALTRE RICERCHE CHE NE DIPENDONO 

« 

CAPITOLO I. 

NOZIONI PRELIMINARI 
INTORNO ALLE EQUAZIONI ED A' PROBLEMI. 

$. ai4. Dtr. i. Ogni ricerca intorno a quanti- 
tà si dice Problema. 

J. ai5. Def. ii. II soggetto che si ricerca deno- 
minasi Quelito : le cose onde tal quesito si dee far de- 
rivare si chiamano Dati ; ed i mezzi di connessione 
tra i dati e 1 quesito -, cioè il loro rapporto , o i rap- 
porti vicendevoli si chiamano Condizioni del problema. 

J. ai 6. Scol. i. Le cose suddette sono essenzia- 
li alla natura del problema , anche qualora ne fosse im- 
possibile la soluzione . 

$. a 17 . Scol. il. L’arte di chi risolve un pro- 
blema algebricamente consiste, in saperne convenevol- 
mente contrassegnare i dati e ’1 quesito con, simboli ; 
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impiegando le prime lettere siili’ Alfa belo po' dati , clic 
diconsi anche q uanlilà note , e le ultime pel quesito , 
o per quelle altre quantità da cui si può esso imme- 
diatamente derivare , le quali chiamatisi perciò inco- 
gnite : indi poi bisogna , che da que' dati si discenda 
al quesito per mezzo delle condizioni , esprimendo que- 
ste in linguaggio algebrico ; il che fatto , si potrà sem- 
pre quel rapporto , qualunque siasi , che costituisce 
una condizione del Problema , ridurre ad uguaglian- 
za , che dicesi Equazione. 

§. a 1 8. Dir. ni. Equazione è dunque ogni con- 
dizione di un Problema espressa in linguaggio algebri- 
co , e ridotta a pareggiamento tra le note, e le inco- 
gnite del medesimo . 

$. 219. Finalmente conviene maneggiar questa e- 
quazionc in modo , che l’ incognita resti da quelle gran- 
dezze che sono note espressa c determinata , il che di- 
cesi Risolvere t equazione. 

5 . 320. Ed ecco alcuni csenipj atti a rischiarare 
ciò che si è detto . 

PROBLEMA 1 . 

5. 021. Dir i/i e re un numero dato in due parti, 
delle quali f una contenga f altra 1 00 volte . 

Si vede chiaramente , che qui il dato sia il nu- 
mero da dividersi , il quesito una delle due parti in 
cui esso vuol dividersi , e la condizione , che una di 
queste siu 100 volle l’altra: ciò premesso , eccone la 

Somz.Si esprima per a il numero dato , e per x 
la parte minore, sarà l’altra parte quanto a — x. Ma 
iter condizione del Problema si esige , che questa parte 
sia 100 volte la prima ; che perciò vi sarà pareggiameli. 
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10 tra a — x e ’l centuplo di x , cioè si avrà la seguen- 
te equazione 

a — x = 1001 
PROBLEMA II. 

J. aia. Trovar due numeri , de quali sia dato C ec- 
cesso delC uno sulf altro , e 7 loro prodotto. 

Somz.Si esprima per a 1 ’ eccesso dato dell' uu nu- 
mero sull' altro , c per A’ il prodotto anche dato di essi ; 
è chiaro , che se il numero minore si dinoti con x , 

11 maggiore dovrà esprimersi con x-\-a : ma tali nu- 
meri moltiplicati insieme debbono produrre A’ ; adun- 
que vi sarà pareggiamento tra ( a- -(- a )r , e A'; il 
che darà la seguente equazione per questo Problema 

x' -\-ax=b' 

PROBLEMA HI. 

I 

5 - aa 3 . Ritritar due numeri , de’ quali sia dota 
la differenza , e 7 prodotto della loro somma per cia- 
scun di essi. 

SoLcz.I.a differenza data si dica a , e quel dato 
prodotto si chiami A 1 , si esprima poi con x il minore 
de’ numeri cercati ; l’ altro verrà dinotato da *+«: e 
per condizione del Problema , dovendo essere A' il pro- 
dotto delle tre quantità r, i-j-fl: cd z + si 

avrà 1' equazione 

a*’ -J- 3 ox’ -f a' x = A* 

J. a>4- Scol. I precedenti tre Problemi potran- 
no bastare per ora di rischiaramento a quello che si 
è detto di sopra . 
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Or riflettendo sulle equazioni elle da essi sono ri- 
sultile , si osserverà stillilo tra le medesime la diffe- 
renza , clic in quella del problema I. l' incognita x lia 
in luti' i termini ove si ritrova I' esponente i ; men- 
tre nel secondo ritrovasi in un termine con 1' espo- 
nente a , c nel terzo proLlenia anclie con 1' esponen- 
te 3 ; e potrebbe in altri casi aver pare il , il 5 , 
ed in generale un qualunque esponente n intero posi- 
tivo . Or ciò costituisce , come vedremo in appresso , 
una grandissima differenza tra le equazioni pel loro 
maneggiamento , e tra i problemi onde derivano . 

5. aa5. Def. iv. tigni equazione ove 1* esponen- 
te dell’ incognita non ecceda 1’ t si dice di primo gra- 
do . E si dirà di secondo , di terzo gratto , ed in ge- 
nerale del grado n un' equazione , se hi essa vi sia 
qualche termine che abbia per l’ incognita 1' espouen- 
tc 3 , 3 n. 

$. 336. Der. v. Le equazioni di primo grado si 
dicono anche semplici , e si chiamano composte quelle di 

secondo , terzo n-csimo grado. £ la ragione di 

ciò si vedrà in appresso. 

5. 337. DEr. vi. Per ogni equazione, 1' espressione 
algebrica che precede il segno di uguaglianza si dice 
primo membro dell’ equazione ; e si chiama secondo mem- 
bro 1‘ altra espressione che segue tal segno. 

5- 328 . JIi.f . vii. Un'equazione si dice ordinata , 
se luti’ i termini di essa , che contengono l’ incogni- 
ta si trovino nel primo membro , ed i termini noti 
nel secondo; e di più, essendo composta , se que' ter- 
mini del primo membro si trovino collocati secondo 
1’ ordine degli esponenti dell’ incognita , incominciando 
dal massimo . 

Cotesto ordinamento è fondalo sul seguente 
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5- aaj). Ogni termine dì un equazione può ad ar- 
bitrio cancellarsi in un membro , e scriversi neW altro 
col segno cambiato , senza che si turbi il pareggiamento. 

Dim. Imperocché col cancellarci in un membro un 
termine , vi si è venuto ad aggiugnerc ceso stesso col 
segno contrario ; che perciò affinché non si turbi il 
pareggiamento , bisogna che 1' aggiunzione della stessa 
(piantiti ti faccia anche nell’ altro membro , ove verrà 
quindi a comparir quello col segno cambiato. 

J. a3u. Scol. i. Clic perciò 1’ equazione ordina- 
ta dalla proposta. 

x’ -J- bx -f-e = <zr’ in 
sarebbe x 1 — ax' -\-bx= in — e. 

$ a3i. Scol. 11 . Permeuodel teorema poc'anzi 
dimostrato si vede chiaramente , che può anche luti in- 
tero un membro di un’equazione distruggersi, facen- 
dosi ricomparire nell’altro co* segui cambiati ne’ tuoi 
termini ; ed in tal caso l’equaziouc si dirà ridotta a zero. 

Cosi , nel presente caso , la ridotta a zero dell e- 
quazioue proposta sarebbe 

x 5 — ax* -f-ix-J- c — m = 0 . 

J. a3a. Bisogna però avvertire , e ciò per evita- 
re un errore ordinario , che quel o ( zero ) clic rap- 
presenta il secondo membro , non dinota già che il primo 
membro sia assolutamente il puro niente , nel qual caso 
sarebbe vaua ogni ricerca su di esso, e nullo il inancg- 
giaineulo per la risoluzione delle equazioni composte , 
il quale si esegue d’ ordinario dopo uua tal riduzio- 
ne a zero , ma esso è un simbolo che dinota , che ef- 
fettivamente si distruggerebbero tra loro i termini del 
primo membro , ue’ casi che per l' incognita x si so- 
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stilli isserò <{uc' valori clic sono il (illesi lo del problema, 
donde è derivala quell' equazione . 

J. a33. Con {iosa riflessione clic siasi fatta su i 
precedenti tre problemi , ognuno si sari accorto , clic 
nel primo di essi si cercava un solo numero , mentre 
nel secondo , c terrò se ne vogliono due ; ma die nel 
primo vi era una sola condizione, c negli altri ve n’e- 
rano due : poiché cercandosi due numeri , ed essendo 
perciò due le cose ignote , due rapporti distinti do- 
vevano anche esservi tra esse e le quantità note . Or 
nelle soluzioni da noi date , avendo rappresentata con x 
una delle due incognite , cioè lino de' due numeri cer- 
cali , ci siamo serviti dell’ una delle condizioni per e- 
sprimere 1' altro numero nei primo , e dell' altra di es- 
se ci siamo poi valuti per l' equazione al problema , dal- 
la quale risoluta, ottenutosi il valore di un' incognita , 
presto se nc deriva quello dell' altra , per mezzo dell' 
altra condizione . Ma se le incognite si avessero volu- 
to rappresentare 1' una distintamente dall' altra , allo- 
ra ciascuna condizione avrebbe dovuto costituire un' c- 
quazione distinta ; e sarchierò Jierció state due le e- 
quazioui a ciascuno di que' due ultimi problemi , co- 
me due sono le incognite iu ognuno di essi. 

In fatti sia 1' un de' numeri cercati espresso da x, 
1’ altro da y ; si avrà pel problema li. 

x — y xzz a i. liquazione 

xy — b' a. Equazione 


e pel problema ut. 

x — J=a i. Equazione 

x'y -j- y'sr = b' a. Equazióne 

Ed in altri casi ove le incognite fussero tre , e 
tre le condizioni per determinarle dalle note , il pro- 
blema avrebbe tre equazioni , e cosi in seguito . 

J. a 3(. E ciò che qui si è veduto potersi ope- 
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rare nell’ nn modo , o nell' altro ; talvolta conviene di 
necessità farlo , riescendo intrigatissimo , o anche im- 
possibile a potersi cammin facendo nella soluzione e- 
sprimere ciascuna incognita per l'altra, lino a perveni- 
re ad un' equazione con ima sola incognita . Che per- 
ciò si vede , che i problemi possono condurre ad una 
sola equazione con una sola incognita , o pure a più 
equazioni con incognite anche diverse , altrettante però 
in numero quante sono quelle incognite , non poten- 
do esservi compiuta soluzione di un problema , ove non 
siensi stabiliti tanti rapporti con quantità note , quan- 
te incognite distinte vi sono ; dico distinte, o distocie , 
cioè tali , che 1' una non sia conseguenza dell' altra . 
Ciò non ostante , ove avvenga che il numero delle in- 
cognite sia maggiore di quello delle condizioni , fino 
ad un certo segno , 1' Algebra ha fìssati de' biniti tra 
i quali dee contenersi ciascuna quantità cercata ; e noi 
in appresso non tralasccremo tot he di farli conoscere. 

5 . a35. Dee. vm. Chiamatisi Determinati que’Pro- 
blemi ne' quali le incognite, e le condizioni sono al 
numero stesso. E chiamasi Determinata ogni equazio- 
ne ad una sola incognita. 

J. a 36. Di r. ix. Che se poi il numero delle inco- 
gnite sia maggiore di quelle delle condizioni ; allora 
il Problema dirassi hulcterininato ; ed Indeterminata 
dicesi puranche ogni equazione che abbia due o più 
incognite . 

§. a3y. Dir. X. Quella parte di Analisi Algebrica, 
che tratta ile’ problemi determinati , e del maneggia- 
meuto delle equazioni ad una sola incognita, o anche 
a più , quando abbiano luogo ad un tratto tante c- 
quazioni quante sono le incognite che le affettano , 
dicesi inalisi Determinala ; e chiamasi Indeterminata 
quell' altra ove consideransi le collazioni, ed i problemi 
indeterminati. 
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CAPITOLO li. 

DELLA MANIERA DI APPARECCI1I IRE 
UN' EQUAZIONE. 

J. a38. Allorché proponesi a risolvere un’ equazio- 
ne , o pur che essa risulti , com'é la sua origine , da 
un problema sciolto coll' Analisi Algebrica , la cosa 
alla quale conviene far attenzione prima di adattarvi 
le regole pel risolvimento , si è di convenevolmente ap- 
parecchiarla , del che noi tratteremo in questo Capitolo. 

5- a3g. Le regole da seguirsi a tal proposito, sono 
le seguenti . 


REGOLA I. 

5- a.jo. Se ne' due membri di un equazione vi sieno 
termini simili, conviene contrarli , il che si esegue , o 
ordinando [ equazione , o pure sommando quelli che 
sono in ciascun membro , e poi distruggendo ne' due la 
minor somma, con aggiungerla ad essi col contrario segno. 

Così 1' equazione 

x 5 — ajr a -|-3A = 5x — 74r’-|-3 b 
si riduce all' altra 

x*-|-A t=5x — 5jc‘ 
che ordinata diviene 

x* 4 - 5x* — 5x = — b. 

REGOLA II. 

J. a4>. Se tuli' i termini di un' equazione sieno 
moltiplicati per una stessa quantità , bisogna dividerli per 
essa. E se avevano un comun divisore, conviene molti- 
plicar per esso f intera equazione. 
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Per tal modo 1' equazione 

or 5 -J- 4 «J 1 *’ 4- Su'* = a* 
si riduce all' altra 

x ’ 4- fax' 4- fa'x =; a* 

E l’equazione 

x 5 4a’x’ 5 a'x a* 

-4-- h = — 

m tn m in 

si riduce alla seguente 

a:’ 4 * 4 a * x * 4" 5a’ x = a* 

REGOLA IH. 

5 . a4». Se nc termini deli equazione proposta vi 
sia qualche J ratto irriducibile , nel cui denominatore vi 
esista f incognita dclC equazione ; tult' i termini dell equa- 
zione debbono moltiplicarsi per tal denominatore , o per 
qualche Jaltorc di esso. 

Cosi se abbiasi 1' equazione 

a 

*' + 


b — x 


moltiplicando tutt’ i suoi termini peri — x, essa diverrà 
be' —x' 4 - <*= cbx — ex' 

cioè ordinandola ne' suoi termini , c moltiplicando cia- 
scun di questi per — 1 , affinché il primo termine di- 
venti positivo , essa diverrà 

x ’ — (à+<0 se' -f -cbxs= a 
E nell’ altra equazione 

a'— ab* 

■ — y — c 

a cy — c • 

moltiplicando i suoi termini per a cy — t* , o almeno 
per a y — c , perchè svanisse l’ignota Y dal denomina- 
tore , essa equazione diverrà 
a.' — ab' 

_ = a> > — 3 ty 4- c* 
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che ordinata è la seguente 
a iy* — 3c_) = 


o’ — ab' — < 


REGOLA IV. 

J. a43. Se nclT equazione ordinata , il primo termi - 
nc si trovi affetto da coefficiente diverso chdC 1 ; biso- 
gna dividere /’ intera equazione per tal coefficiente. 

Cosi l’ equazione 

tfx* 4 - Ax’ 4 - ex = m 

diviene 

1 , b , c m 

x 5 4- — x* 4 x = — 

a a a 

5 . a 44 - Ma in appresso mostreremo ancora per 
«piai via possa un’ equazione di quella forma trasfor- 
marsi in un altra libera da coefficiente nel primo ter- 
mine , e nel tempo stesso da divisore. 

REGOLA V. 


J. 245 . Se nelt equazione proposta s' incontrino ra- 
dicali irriducibili , che comprendono sotto del loro se- 
gno C incognita , bisogna liberamela . £ ciò si esegue 
isolando in un membro deli equazione uno per volta que- 
sti radicali , e poi elevando i due membri della mede- 
sima alla potenza dinotala dall indice di quel radicale 
già isolato . 

Cosi nell' equazione 

x' — V (a* — x’) 4- A 

' trasportando il b nel primo membro , si ba 

x’ — A=V(«’ — x') 
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ed elevando a quadrato , essa diviene libera dal radi- 
cale , e della seguente forma 

— - aix’ -J- i* £3 a’ — x* 
cioè x 4 — (ai'— i)x' e= a’— i' 

E V altra equazione 

e Vx’ -f- a \Jx = ni 

trasportando 1' nn de' termini affetti dal radicale , sia 
il quadratico , nel secondo membro , e poi elevando a 
cubo diviene 

c'x’ r= ni 1 — 3m’« V-r + 3a'mx — a’x Vx 
t di nuovo isolando il termine — (3/n'a-f-a’x) Sjx af- 
fetto dal radicale , e poi elevando a quadrato i due 
membri, e riducendo , essa si troverà interamente libe- 
ra da' radicali , e della seguente forma ordiuata 

C Ca’c’m -I- a 6 v /'3a , m' — sc'm\ 3a'm 4 x 

+ ( y — _ + 


E la medesima equazione di sopra proposta si a- 
vrebbe anche potuto ridurre in forma razionale col por- 
re x=y‘ , nel qual caso essa ad un tratto si sarebbe 

, . . or 1 m 

trasformata in > 4 -1 — ss — 

J e c 

Similmente l'altra equazione 

y~ vW +y — «V («/—>•■) ] 


elevandola a quadrato diviene 

y'= <>y +/' — °V ( oy — y') 

la quale , isolato il radicale che in questa si contiene, 
c quadrali di nuovo i due membri , e finalmente or- 
dinando , si riduce a a/* = ay 
cioè ay ~ u 

$. a46- Le operazioni prescritte nelle due ultime 
precedenti Regole sono necessarie per poter anche de- 
finire il grado di un' equaziouc , non polendo questo 
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A*à tifi A tossale* 


«•regnarci che solamente quando l' equazione non con- 
tiene 1* incognita nè per divisore , nè sotto a sogni 
radicali . 


REGOLA VI. 

J. a47- Talvolta si può ridurre un' equazione , di- 
videndola per qualche fattore composto . 

Cosi se nell’ equazione 

y l = — (»c — b)y' -f- 3 bey — b'c 
si trasportino tati' i termini nel primo mètrico- , essa 
diverrà 

jd -J- (ac — l)y' — 3 bey + S'e — ° 
eh' è divisibile per y — b ; ed eseguita tal divisione ; 
»i vedrà essa ridurci ad 

y' -f- 2 Cy— bc~o 


\ 
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CAPITOLO in. 

DELLA MANIERA DI RISOLVERE LE EQUAZIONI 
DETERMINATE DI PRIMO GRADO. 

PROBLEMA. 

J. a48. Risolvere un equazione determinala di pri- 
mo grado . 

Som/. Allorché siasi ordinata una tale equazione , 
1' incognita si troverà nel primo membro per molti- 
plicatore comune di tutt' i termini del medesimo ; che 
perciò questo verrà espresso dall’ incognita moltiplica- 
ta nella somma di tuli’ i suoi coefficienti ; e quindi, se 
dividansi ambo i membri per tal somma . si verrà ad 
ottenere il valore dell’ incognita ; e solamente resterà a 
lare le riduzioni necessarie , ove ne occorrano. 

Esempio I. 

5 a 49- Sia proposta 1’ equazione 

a.r -(- bx — m =cx — n 
ordinandola sarà ax + bx — ex t=un — n 
O sia (n-}-!* «— c)r sa Wl — n 


m — n 
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Esempio II. 


$. »5o. L* equazione proposta sia 


ordinando sarà 


ax . bx . r 

, p 

— — t 53 

ex + ^- 

m n t 

<ì 

ax . bx 

iJL _L 

i ex 

m n 

+ 1 * 

/ a , b 
( 1 c 

V =£-- 

\ "> n 

/ <t ‘ 


ed x = 


C ttn-\-bm — mi ri \ 

mn J 

pi — rq an -f- Im — cmn 


. p'—rq 

q$ 

(ps — rq)mn 


¥ 


(on -J- bui — cnrijqs 


J. »5i. Ma nel caso proposto in questo secondo 
esempio , e negli analoghi ad esso , può il maneggio 
dell' equazione rendersi più semplice nel seguente modo , 
cioè : 

Si moltiplichi t intera equazione pel prodotto dei 
denominatori de' suoi termini /razionar j , tralasciando 
sempre que' fattori di talun di questi, che sono sunt mol- 
teplici di altri , se pur se ne incontrino ; si verranno per 
tal modo a rendere , con t è chiaro , i numeratori de' 
termini frazionarj esattamente divisibili pe' coi rispondenti 
denominatori : ed eseguendo tal operazione , f equazione 
risulterà libera da' fratti. 

Cosi nel caso proposto nell' esempio II , si mol- 
tiplichi tutta l' equazione per mnqs , e si eseguano 
nel tempo stesso le divisioni pe’ denominatori rispet- 
tivi de' fratti si avrà 

anqsx -f- bmqsx -j- mnqr cmnqsx-\- pmns 
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elle ordinala ; • poi risoluta , come li è dello di so. I 

pra , darà * , 

pmns — mnqr 
ili ufi -j- bnnfs — cmnqs 
E se l' equazione data fosse stala 

or bx c 

4nt' apri 8» 1 

siccome il ai» e 1 4 , fattori de' primi due denomina- i 
tori, sono summoltiplici dell’ 8» 1 , eh’ è l'altro denomi- 
natore ; cosi basterà moltiplicare quell’ equazione jx-l 
prodotto di in', di p , e di 8n’, cioè per ftpm'n ' , e si 
otterrà la ridotta libera da fratti 

aapn'x -|- ^bm'n'x sscpm.' 
dalla quale si ha 

• cpm' 
aapn * -f- 
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CAPITOLO IV. 

DEL MANEGGI AMENTO DI PIU' EQUAZIONI DI 
PRIMO GRADO CON ALTRETTANTE INCOGNI- 
TE, PER OTTENER L’ELIMINATA DA QUELLE. 

J. a5». Allorché nel risolvere un problema de- 
terminato , in cui il quesito comprendeva più incogni- 
te , non si è potuto far uso delle condizioni di esso 
meno una , per pervenire cosi a stabilire con quest’ ul- 
tima l'equazione Gnale al problema; ma che ciascu- 
na condizione si é espressa per una equazione sepa- 
rata tra quelle incognite * , le quali equazioni non 
sono perciò , come si vede , equazioni al problema , 
ina rapporti algebrici tra le quantità del medesimo , 
da derivarne poi 1’ equazione suddetta ad una sola 
incognita ; in tal caso è necessario che si conoscano le 
regole per pervenire a questa equazione Gnale : ed è 
di esse che passeremo ad occuparci . 

5- a53. Dar. xt. L'equazione determinata che de- 
rivasi da più altre equazioni con altrettante incognite, 
diccsi eliminata ; ed il metodo , qualunque siasi , onde 
si fa di volta in volta svanire qualche una di quelle 
incognite nelle equazioni proposte , minorandosi cor- 
rispondentemente il numero di queste , si chiama eli- 
minazione dell" incognita. 

$.a54-Da quel che fu già detto si rileva, che le e- 
qujzioiti proposte per 1' eliminazione , debbano essere 
separate tra loro , cioè che non ve uc sia alcuna che 
derivi per conseguenza di un' altra : perche in tal caso 

1 Talvolta ciò si esegue anche potendo direttamente 
pervenirsi all’ equazione Gnale; perchè in quel modo si 
agevola la soluzione del problema. 


Digitized by Google 



Eleucktadi 


t83 f.m 


rsc non esprimerebbero già condizioni distinte (It i prò- 
lite ma , mn una stessa contimene , e 1 problema per 
conseguenza , mancamlo del iiiuut-ro necessario di con- 
dizioni per esser determinalo, resterebbe imletermÌHato. 

5 . 355. L' importanza di questo argomento delle 
eliminazioni, e le difficoltà ebe s' incontrano nel cam- 
mino per pervenire all' eliminala , ha fatto s) clic gli 
analisti si sicn molto occupati di esso, donde sono ri- 
sultati varj mclodj più o meno conducenti , anzi più 
o meno praticabili , secondo i casi diversi i quali 
noi qui , per l' eliminazione tra le equazioni di primo 
grado , comprenderemo ne’ seguenti due, che chiame- 
remo Metodo per sostituzione , e Metodo il inserimento, 
indicando anche le principali varietà de' medesimi . 

METODO JPER SOSTITUZIONE. 

$. a56. Questo metodo consiste in prendere , in 
una delle equazioni pnqtoste , il valore di una inco- 
gnita , come se le altre fossero grandezze note , ed 
andarlo poi sostituendo • nelle altre equazioni, sicché 
quell’ incognita venga a disparire. O pure , si prende 
in ciascuna equazione il valore di Una stessa incognita 
nelle altre , e questi valori si pareggiano poi tra loro ; 
il qual metodo dello più socialmente di pareggiamento, 
è una immediata conseguenza del precedente con cui 
l’ abbiamo perciò connesso . 

E se le nuove equazioni , che debbono anche es- 
sere una di meno del numero delle proposte, conten- 
gano ancora più incognite , si continuerà ad operare 
nel modo stesso poc'anzi detto, fino ad ottanere l'c- 
liminata , 
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J. a5;. Equazioni date | • 

C — by 

Dalla prima equazione si ha x — — ; e questa c- 

sprcssione della 'x nella y e nelle quantità note a,b , c, so- 
stituita nella seconda equazione darebbe 1' eliminala in y 


cioè (ab' — a'b)yc=* ac' — a’c 

ac' — a'c 

che risoluta dà y = ^ 

dal qual valore della y si otterrà poi, per mezzo del- 
la sostituzione di esso nell’ espressione di sopra tro- 
vata per la X, anche il valore di quest’ altra incognita. 

O pure si risolvano le due equazioni per rispet- 
to ad * , o y , sia per rispetto ad x , si avrà 
e — by 

dalla I. * = . 

c' — b’y 

dalla II. z = 7— 

a 

che perciò dovendo la x avere lo stesso valore nelle 
due equazioni , si avrà col pareggiamento di que’ se- 
condi membri la seguente eliminata 
c — by _ c' — b'y 
(I a' 


• Per simmetria di calcolo , i coefficienti della stes- 
sa incognita nelle diverse equazioni si sogliono segnare 
con le stesse lettere , alle quali per distinguerle si affig- 
gono le virgolette dette apici, conte lo mostra questo 
esempio, ed i seguenti. 
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che maneggiata convenevolmente , darà come poc' anzi 
oc' — a' c 
y ab' — a~b 

Ed ottenuta l’ incognita y , è facile il vedere che re- 
sterà determinata la x , con sostituire il valore della / 

c — by . c" — Vy 

nell equazione x = , o nell altra 


Esempio 11. 

J. a58. Sieno a x-J-4 y + c z = m 
a’ x + b' y -f- c' z = m’ 
a"x + l"y + c"z = m." 

tre equazioni proposte con tre incognite x , y , z. Si 
prenda in una di esse , nella prima , il valore della 

x, eli’ è ■ '* ~ —, il quale si sostituisca in cia- 

ti 

scuna delle altre due , che diverranno perciò 
m — by — cz 


a 

by — cz 


-f- Il y + «' x ss m' 
f b"y + e"z = m" 


nelle quali vi sono le sole incognite y , . z , e da essa- 
si potrà ricavare , come nell’ esempio precedente , » 
valori di y , z ; e per meno di questi , e dell’ equa- 
zione x = — ■ C - quello dall® x. 

a 

O pure si prenda in ciascuna di quelle tre equa- 
zioni il valore di una stessa incognita x , si avrà 

m — by — cz 
dalla I. x = » 

dalla li. 


m' — Vy — c'i 
1 «' 
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dalla IH. x = 


' — b”y — e' ; 


i quali valori pareggiati tra loro daranno luogo alle 
due equazioni in x , y , cioè 

m — by — et m' — b' y — c' z 
a a' 


m — by — cz m" - 1 — b“'y — c"z 


dalle quali si avranno poi , col metodo stesso , i va- 
lori di y , z , c quindi quello della x. 

J. >59. Senza moltiplicare esempj , è evidente il 
progresso dell’ operazione per ottener 1 ’ eliminala da 
un qualunque numero di equazioni; c solamente con- 
viene avvertire , che nell" eseguire i pareggiamenti 
delle diverse espressioni del valore di un’ incognita , 
conviene sempre scegliere, nel pareggiarne due, quel- 
le clic posson condurre all’ equazione più semplice. 

5. 360. Che se nelle equazioni proposte , o in 
alcuna di esse , non vi si contengano ad un tratto 
tutte le incognite , in tal caso non fa bisogno di nuo- 
ve regole pel maneggio delle medesime ; ma anzi le 
operazioni prescritte di sopra generalmente divengono 
più facili . 

Cosi se l' equazioni proposte fossero 
a x -j- b > ™ m 
a' x -|- c' z m' 
b" x + c"i= t«" 

Eliminando la x dalle due prime equazioni , si 
avrà la seguente equazione in y e z. 

ma' — ba'y = am' — ac'z 

la quale combinata colla terza delle proposte , darà 
i valori per y , z , e quindi poi quello della x. 
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METODO D' INSERIMENTO. 

5. a 6 i. Siene di nuovo le due equazioni con due 
incognite 

oi-|- b y = c 
a x -f- b'y ss c' 

egli é chiaro , che se fossero uguali i coefficienti a , a' 
della x, o pur quelli b , V della y, allora si po- 
trebbe ottenere 1 ’ eliminala iu y , o in x con la som- 
ma, o sottrazione delle equazioni proposte, secondo che 
que' coefficienti uguali si trovavano essere di contrario 
segno , o pur del medesimo . 

Co>l supponendo a = a', c positivi tali coefficienti, 
si avrà , per la sottrazione dell’ima equazione dall’altra 
( b — b')y = c — c 

Or è chiaro , che si potrà far uso di questo meto- 
do per ottenere 1 ’ eliminala ogni qual volta , essendo 
disuguali i coefficienti di una stessa incognita , le equa- 
zioni proposte si apparecchino per tal modo da farli 
divenire uguali. 

$.a 6 a. Il primo mezzo che si offre per ciò è evi- 
dentemente quello d’ introdurre per fattore in ciascu- 
na equazione il coefficiente dell’ incognita da eliminarsi 
nell’ altra ; cosi le equazioni proposte , operando in 
esse per eliminar la x , prenderanno la forma 
ad x -j- bay =s ed 
ad x -f- ab' y ss ac' 

che per la sottrazione di una dall’altra daranno la se- 
guente eliminata in y 

{ba' — ab')y= cd — ac’ 

Ed al contrario se si fosse voluto far svanire la y , la 
forma di quelle equazioni sarebbe stata la seguente 
ab' x — bb'y t= cb' 
ba' x — bb’y sae be' 
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e 1 ' eliminata in x sarebbe 

(ab' — ba)x cb' — be' 

§. aC3. Che se le equazioni proposte fossero sta- 
te tre , come nel $. 258 ; in tal caso si eliminerebbe 
la x col metodo poc' anzi esposto tra esse equazioni 
due a due , cioè combinandone una con ciascuna delle 
due altre : si avranno per tal modo due equazioni in 
y , z , che trattate similmente condurranno a' valori 
delle tre incognite. £ lo stesso si praticherebbe nc'casi 
che fossero quattro, o più le equazioni proposte. 

J. ■»<> ( . Il metodo esposto (inora «e numeri 263 , 
a(53 sebbene agevole pel suo andamento , contiene pe- 
rò in se un inconveniente rimarchevolissimo in alcuni 
casi , quello cioè d’ introdurre fattori superflui nelle 
equazioni sulle quali si opera l' eliminazione, i quali, 
principalmente trattandosi di equazioni letterali , ren- 
dono l'eliminata assai implicata, e soggetta a ridu- 
cimenti non sempre facili a ravvisarsi ; e ciò dipende 
da che per rendersi uguali i coefficienti di quell'inco- 
gnita che si vuole eliminare , bastava moltiplicare l'un 
di questi per un fattore solo dei coefficiente dell'altra. 

* 5- *65. Ad evitare tal inconveniente , si è cer- 
cato di andar dritto a rinvenire questo fattore , che 
bisogna introdurre in un" equazione , perchè il coef- 
ficiente di un’incognita di questa che vuole eliminarsi, 
divrnghi uguale a quello della stessa in un'altra equa- 
zione ; il che ha dato luogo alla seguente modificazio- 
ne del poc'anzi esposto metodo. 

§. 266 . Sieno a x -f- b y ar c 
a' x -f- b'y — c' 

le equazioni proposte -, e dinoti n quel fattore da in- 
trodursi nella prima , perchè volendosi eliminata la x 
dalle due equazioni, sia an = a'\ si avrà per quella 
prima equazione l' altra 
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anx -f- bnx e= ai 

dalla quale sottratta la seconda risulterà 

(a/i — a')x -f- (An — b')y =z cri — c' 

* ^ 

Ma la an=.a', e quindi n = — ;ove il fratto — si 

a a 

suppone ridotto a minimi termini' . Adunque per tal 
sostituzione svanirà effettivamente 1’ espressione in x , 
e si avrà 1’ eliminata in y della seguente forma. 

(t- 0 '-?- ' 

cioè ( ia' — ab’ )y= to' — ac' 

eh' è precisamente la stessa ottenuta di sopra *. 

Che se la n fosse stato al contrario quel fattore 
che doveva rendere uguali i coefficienti della y per da- 
re 1’ eliminata in i , allora sarebbe stato bn — b'= o, 

ed u — — ridotto a minimi termini. 
b 


J. 1167. Or quando fossero tre le equazioni e le 
incognite , come 

a x b y c z ss m 
a' x + b' y -f- c " * = m ' 
a"x + b”y + c"z = m" 
t incomincerebbc dall’ introdurre in una di esse il fat- 
tore n , nella prima per esempio , ed in un’ altra il 
fattore k , che sia la seconda , e poi da ciascuna di 
queste si sottrarrebbe la rimanente, e si avrebbero per 
tal modo le due equazioni 
(a n — a")x + (A n —b")y + (c n — e"): = mi 1 — m" 
(a'k — a")x + (Vk — b'')y + (c'k — c")z = km' — m" 
E volendo che in queste scomparisca la x, rimanen- 
do cosi due altre equazioni in y , z, bisognerà ad un 
tratto supporre aa — a" — o, ed a'k — a" oo, le quali 
• ’ ' a" a" 

equazioni daranno per », 1 i valori — j -y cn e *•>■ 


S162. 
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stituiti in quelle equazioni rispettivamente , daranno 
le ridotte in y , z , dalle quali poi si passerà all'eli- 
minata in una di esse solamente. 

E ciascun vede quel che dovrcbbcsi fare , volen- 
dosi in quelle equazioni eliminare la y , o pur la X , 
in vece della x. 

$. a68. E polrebbesi anche , dopo di aver intro- 
dotta nella prima il fattore n , e nella seconda 1' al- 
tro k , sommar queste due insieme , e sottrarne poi 
la terza , sicché si abbia )' equazione 
(<m +a'h—a")x+(bn+b'k—b")y+(cn+c’k—c")z=nm+m , k—m''. ...M 
e supponendo ad nn tratto che sia 
an -f- a'k — a" = o 
in -f- b'k — b" = o 

col maneggio di queste due equazioni , si avranno tali 
valori per le incognite n , k , che sostituiti nell’equa- 
zione M farebbero svanire i termini affetti da x , y, 
e resterebbe un’equazione nella sola z , che darebbe 
il valore di questa incognita. 

Ed ognun vede bene da se quello che sarebbe sta- 
to uopo fare, per aver tale equazione nella sola ar, o 
pur nella sola y. 

§. 2G9. Dal dello nc’ due precedenti numeri sarà 
agevol cosa il rilevar la regola da seguire, per appli- 
car questo metodo di eliminazione a quattro equazio- 
ni con quattro incognite , o anche a maggior numero 
di equazioni con altrettante incognite. 

J. 170. Ed un tal metodo si potrà anche conve- 
nevolmente usare nel caso di più equazioni con al- 
trettante incognite , le quali però non si contenghino 
tutte in ciascuna equazione , come per la forma più 
generale di esse , abbiamo noi supposto che fossero , 
negli esempj recali di sopra. 
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$■ 371. Considerando attentamente i valori che 
risultano per le Jt , y dalle due equazioni del 5.257, 
i quali sono i seguenti 

be' — cb' ac' — fa’ 

X= ~ ab'—ba' y ~ ab'— ba' 
e gli altri che per le x, y , z si hanno dalle tre equa- 
zioni del J. a 58 , che sono 

-f- (be' — b'c)m" -f- (bai — b'm)c" — ( cut' — c'm)b" 

(ab'— a'b)c" — (ac' —a'c )b" -f {be' — b'c)a" 

— (ac' — a'c)m" -J- (am' — a'm)c" — (cm' — c'm)a" 

’ (ab' — a'b)c" —(ac' — a'c )b" + (be' — b'c )a" 
_ +(ab' —a'b)m" + (am'—a'm)b" + (be' —b'c)a" 

’ (ab — a'b)c" —( at ■' —a'c )b" +(bc' —l/c)a" 

ed a questi due casi aggiugnendo anche le formole rap- 
presentanti i valori di quattro incognite, che risultano 
dal maneggio di quattro equazioni , ciascuna delle quali 
le comprenda tutte , sarà facile il rilevare la regola 
onde comporre tali espressioni, senza aver Insogno di 
effettuare il calcolo ; e questa regola si vedrà poi aver 
luogo anche quando non avvenga , che le equazioni 
proposte sieno compiute per rapporto al numero delle 
incognite , ove si abbia però 1 ’ avvertenza di suppor- 
re in ciascuna equazione l’ incognita mancante come 
affetta dal coefficiente zero. Ma noi senza impegnare 
qui in tal ricerca , ci limiteremo a dare , per que 
st’ oggetto , la bella regola del Bezout , per la qua- 
le non solamente si hanno le poc' anzi dette for- 
mole generali ; ma possonsi esse anche con faciltà com- 
porre all’ istante, senza né essere obbligato a ritener- 
le a memoria , uè ricorrere al libro , onde valersene 
all’ uopo \ 

' leggasi la Tb/urit générale des tfquaaom numi- 
rù/tict del Betoni. 
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REGOLA GENERALE 

Per CALCOLARE TUTTI CSA TOLTA , O SET A RATA MESTE 
I VALORI DELLE INCOGNITE CHE RISULTANO DA ALTRETTAN- 
TE EQUAZIONI DI PRIMO GRADO LETTERALI, O NUMERICHE. 

J. 172. Sia un numero d’incognite x,y, z 

con altrettante equazioni , ed i coefficienti di ciascuna 
di esse nelle diverse equazioni ridotte a zero sieno ri- 
spettivamente a, a', a”, ec. |>cr x ; b, b', b", ec. per y ; 
e , tf , c" , ec. per : .... «1 a, n', m ” , ec. 
i termini noti. 

1". S’intenda il termine nolo in ciascuna equa- 
zione moltiplicato aneli’ esso per un’ incognita t ; e di 
tutte quelle incognite, e di questa Se ne faccia ad ar- 
bitrio la combinazione xyzl , purché però una volta 
combinate con 1’ ordine che si vede , si conservi que- 
sto sempre lo stesso. 

a°. Ciò posto si sostituisca in quel prodotto , di 
volta in volta, invece di ciascuna incognita il suo coef- 
ficiente nella prima equazione , c cambiando il segno 
ne’ termini di luogo pari , si cttcrrà per tal modo l'e- 
spressione 

ayzl — bxzl -f- cxyl — mxyz 
che dirassi prima linea. 

3 °. Indi in questa prima linea si cambj ciascuna 
incognita contro il suo coefficiente nella seconda equa- 
zione , tenendo pe’ segni la stessa regola poc'anzi da- 
ta , sicché si abbia la seconda linea 

(al>’ — a'b)zl ~{ac‘ — a'c )yt q- (am' — a'm)yz q- 
{bc' —b'c)xl—{bm' — b' m'jxz q. (cnt — c'rn'jxy 

4 °. Similmente in questa seconda linea si cambj; 
ciascuna incognita contro il suo coefficiente nella terzai 
equazione , cioè la x in a ’ r , la y in b", la z in c" T 
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c la t in m" , continuando a ritenere la stessa regola 
pe' segni ; si avrà la lena linea 

[ (ab' — a'b) c” — £ ac' —a'cW + {bc ' —b'c)a" ]f — 
£ (ab' — a'b)m" — ( ani' — a'm)b" (Jim' — b'm)a" ]s + 
[ ( ac' — a'c)m" — (am' — a'm)c" +(cm' — c'nt)a" ]y — 
[ (be' — b'c)m" — (bm' — b'in)c" £rm' — c'm)b" ]x 

e cosi si continuerebbe innanzi , se il numero delle 
equazioni e delle incognite fosse maggiore di tre, fino 
ad ottenere per un’ ultima linea quella il cui ordine 
è dinotato dal numero delle equazioni. 

5°. Ottenuta quest" ultima linea , che nel presen- 
te caso è la terza di sopra espressa, si otterrà da que- 
sta arbitrariamente il valore di quella incognita che 
si vuole , dividendo il coefficiente di questa (che per- 
ciò trovasi nelle precedenti linee fatta la riduzione di 
tutti i termini ove una stessa incognita è fattore co- 
mune ) per quello che in questa stessa ultima lineasi 
trova appartenente all’ incognita introdotta. Sicché nel 
caso presente si avrebbe 


[ (be' — b'c)m" — (im' — b'm)c" -\-(cm' — c'm)b" ] 

; — 77 7777777 7777 7777177 , n...' u 


X— (ab' 

+ [ («'■ 

— a'b)e " 
— n'c)m" 

— (oc' 
— (am' 

— a'c )b"-\-(bc' 
— a'm)c" -f- (cm' 

— b'c)a> 

— c'm)a " 

] 

^ (ab’ 

- [ 

-a'b)c" 
— a’byn" 

— (ac' 
— (am' 

— a'c )b" + (be' 

— a'm)b" -f- (bm‘ 

—b'c)a" 

’—b'm)a" 

_] 

(ab' 

— a'b)c " 

— (oc' 

—a'c )b" q- (be' 

— b'c)a" 



5 . 973 . Il metodo esposto in questa Regola ha an- 
che il vantaggio di poter dare assolutamente quella 
delle incognite clic si vuole , o alcuna di esse solamen- 
te ; facilitandosi in tal caso il calcolo delle diverse 
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lìnee sopraindicate. Poiché in questo caso non bisogne- 
rà conservare in ciascuna linea che solamente quc’trr- 
mini in cni contiensi l' incognita clic cercasi , e l' in- 
cognita introdotta . E volendo soltanto i valori di 
due incognite a , y scinta tener conto delle altre , si 
terrà solamente conto di que’ termini, ove esse, c la t 
s’incontrano ; e cosi in appresso. 

5- 174. È ora necessario di fer vedere che la re- 
gola data di sopra regge ancorché nelle equazioni pro- 
poste non si trovino in ciascheduna tutte le incognite. 

Sieno perciò le equazioni 

ax -\-by 4 -ni = 0 
a'x 4- c'z -f- m' =0 

b"y + c"z-) r m"=o 

Stabilisco il prodotto xyzt , introducendo per mol- 
tiplicatore delle m , m', m", la nuova incognita t ; e 
poi da quel prodotto , ricavo la prima linea 

ayzt — bxzl — mxyz 
da questa ottengo la seconda linea 

— ac'yt 4. am'yz—ba'zt 4- bc'xt — bm'xz — a'myz — c'mxy, 

o pure , nell’ altra forma , 

— ac'yt (am ' — a'm)yz — ba’zi -f- bc'xt — bm'xz — c'mxy. 

Passo quindi alla terza linea 

— ac'b''t 4- ac'm"y 4- (am' — a'm)b"z — (am' — a' m)c"y 

— a'bc"t-\- a'bm"z — be' ih" x-^- bm‘ c" x 4- b" me' ’x 

o pure ridotta a 

—(ac'b" 4. a'bc")t 4- [ (am'—a'm)b" 4. a'bm" ]z — 

[ (am' — a'm)c"~r ac'm" ]y 4 -[(m'c" —m"c’)b 4. l/'c'm ] * 


Digitized by Google 


Etimiitn 


>45 Li*, a. 


V 


dalla quale si ha 

_ [ (m'c" — m"c')bJ r h"c'm ] 
* — ac'b"+a'bc" 

( am' — a'm )c" — ac'm" 
y ~ ac'b" +a'bc" 


_ — . [ (am' -~a'm)b"-\-a'bm" ] 
ac'l/'-\-a'bc" 

che sono i valori di esse incognite tali quali sarebbe- 
ro risultati con qualunque altro degli esposti metodi 
di eliminazione ; e che soddisfano alle tre equazioni 
proposte , ed al problema ond’ esse derivano. 

J. 2j5. Per maggior esercizio nella presente Re- 
gola proporremo il seguente esempio di equazioni a 
coefficienti numerici. 

Sieno le quattro equazioni 

a« + 3 * — • 8=0 

3 “ + V — 9 = 0 

4 * + 3 z — . 20 = o 


iy -j- z— 10 = 0 

Formato il prodotto uxyzt , la prima linea sarà 
aayzt — ’ìuyzt — 8 uxyz 
la seconda linea 

— 4xz/-f-i 8 xyz — gyzt+tiuzl — i^uyz—i^xyz — 16 uxz 
o pure 

— .{xct — Gxj'z — gyzt - 1 - 6 uzt — -ì-]uyz — \bux: 
la terza linea 

— i6;t -p iaxt-f-8oxz — a.'fjz — ' 9xy -f- zjyl -f- i8o^z 
— i8u/ — -lao uz — 8in/ -f- 6 ju- — 4^ ,ur - 


o pure 

— i6;t -f- n.xt-|-8axz i 56 j; — iBay -f- aj^t— i8«t 
— 5tìu z — %iuy — 48«x 
E finalmente la quarta liuea sarà 

38/ -1* i5az -f- 1 a 4 y + 7^ + 33u 
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, „ ... 38 76 t «4 t 5 a 

dulia quale n ricava u=^, x = ^, 

cioè «==1,1=3,/ =3, *5» 4" 

S- 376 . Precedentemente al Bezout il Madaurin 
aveva anche tentato di ridurre in forinole generali i 
valori di più incognite risi 1 tanti da altrettante equa- 
zioni ove esse contengonsi. Ma egli non stimò oppor- 
tuno di estender la sua regola al di li di tre equazio- 
ni e tre incognite >. 


• Traité et Algebre , pag. 86 ed 87. 
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OSSERVAZIONI SOPRA ALCUNI CASI 
DELLE ELIMINAZIONI. 


$. 277. Se mai nel cercar 1 ' eliminata di più equa- 
zioni con altrettante incognite , adoperando la regola 
del Beron t , avvenga che in una linea sparisca alcuna 
delle incognite , in tal caso le corrisponder! il zero per 
espressione del suo valore. 

Cosi le equazioni proposte essendo 


a.r -f- 4/ + 5z — aa s= o 

3 x -J" 5 p 4 - az — 3 o = o 

5x 4 - fy + 4* 4 3 E=a o 


si avrà per prima linea 

a yil — 4 xz t 4* 5x/t 4 - a a xyz 

per seconda 

— az/-|-tO'I 4 "%' z — 17x14- ioxz— 106x4 
e finalmente per terza 

— 871 — 814 — i 35 x 

nella quale non trovasi più la z ; che perciò secondo 
la regola stabilita al $. 373 sarà 

— t35 , —81 , o 

«SS sa 5 y ~ = 3 Z = — — - sa o 

— 37 — 87 — 37 


Il che dinota che due delle tre proposte equazioni ad 
arbitrio , soppressavi la z ; erano sufficienti alla riso- 
lozione del problema cui esse corrispondono ; ossia che 
ciascuna di esse è compresa nelle altre due. 

5.878. Un caso il più rimarchevole nelle eliminazioni 
è quando nel corso delle operazioni che si fanno per giu- 
go ere all’ eliminata , si perviene , adoperandovi i metodi 
espostine’ numeri a 56 , e a6i ad equazioni identiche ; 
di tal che il loro numero si restringe aduna. In tal ca- 
lo 
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so siccome restauo indeterminati i valori delle incogni- 
te in questa tale equazione , similmente indeterminato 
dovrà essere il problema donde sono tratte quelle e- 
quazioni socie con le altre , cioè conseguenze di quel- 
le. E si verrà in cognizione del grado d'indetermina- 
zione del problema , cioè del numero de Ile equazioni 
che sono conseguenza , ossia delle condizioni deficien- 
ti , dal vedere quante sono le incognite contenute in 
ciascuna di quelle equazioni identiche di cui si è det- 
to . Di tal ebe se le incognite sieno due , il problema 
mancava di una sola condiiione , ed era perciò inde, 
terminato per un grado; se tre, mancavano a) pro- 
blema due condizioni , e cosi in seguito . Ma sopra di 
ciò noi ritorneremo ad occuparci in appresso , ove si 
tratterà de’ problemi, e delle equazioni indctcrminnle •, 
e par ora basterà in rischiaramento del già fin qui 
detto il seguente 


Esempio. 

5- sa— jj. Sieno le seguenti tre equazioni 
ax 4- 3/ -f- 5z -f- 6 = 0 

3-r-f- y + az + 5 = o 

rojc R/ -f- 1 4- -f- aa = o 

nelle quali la terza evidentemente non è uu' equazio- 
ne separata , tua connessa con le altre due , derivan- 
do dalla somma di queste , di cui è il doppio. 

Maneggiando tali equazioni con uno de' metodi 
esposti di sopra , si troverà , clic eliminandosi la -r 
dalla prima e seconda equazione , si perviene ad ave- 
re 1' equazione 

7T+ tu + 8 = 0 

e similmente eliminando la stessa incognita tra la se- 
conda e terza equazione, si ottiene un" equazione iilcn- 
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tici alla precedente , il che dimostra 1' indetermina- 
zione per un grado del problema cui corrispondono 
quelle tre equazioni. 

5 - 280. Trattandosi le equazioni proposte colla 
regola del Bezout , si conoscerà che resti indetermina- 
to il problema , allorché diviene aero qualche una del- 
le linee del medesimo ; e ai conoscerà di qual grado 
d’ indeterminazione esso sia , dal vedere qual linea è 
quella che risulta identica ; di tal che essendo l' ulti- 
ma , sarà esso indeterminato per un grado , per due 
K aia la penultima , e cosi in seguito. 
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CAPITOLO VI. 

RISOLUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI 
DETERMINATI DI PRIMO GRADO. 

$. a8i. Quante Tolte risolvendo un problema si 
perviene ad equazione, o ad equazioni con altrettante 
incognite al primo grado , il problema (tirassi di pri- 
mo grado ; ed in generale il grado di un problema 
si dirà sempre lo stesso di quello dell' equazione alla 
quale risolvendolo si perviene , quando però questa 
sia insuscettiva di abbassamento. 

L' esercizio di problemi che qui recheremo ha un 
triplice oggetto , cioè , quello di confermar ne' giovani 
le regole date pel maneggio delle equazioni di primo 
grado ne' due precedenti Capitoli ; di manudurli len- 
tamente nell’ arte difficile del risolvimento delle qui- 
sticni coll' applicazione dell' analisi algebrica ; e final- 
mente di stabilire come conseguenze immediate , o co- 
me riflessioni su i risultamenti di taluni problemi , che 
a proposito recheremo , alcune altre regole importan- 
ti a conoscersi . E questo Capitolo , come ognun ve- 
de , sarà pel secondo de' sopraccennati oggetti l’ appli- 
cazione di quauto fu indicato nel $. 217. 

PROBLEMA I. 

J. a8». Tre donne portano ognuna un cesto con 
uno stesso numero di jtama , ed incontrandone nove al- 
tre , ciascuna delle he dii ad ognuna delle nove lo stes- 
so numero di poma dal suo cesto , cd in fine trovansi 
quelle e queste avere lo stesso numero di poma per ognu- 
na. Si dimanda che parte delle poma che aveva , ha cia- 
scuna delle tre data a ciascuna delle nove? 
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SoLrz. Il numero delle poma di ciascuno de' tre 
cesti essendo noto, si esprima per a ; ed essendo ineo- 
gnila la parie che se ne dà a ciascuna delle 9 donne in- 
contrate , quesla si chiami x. Da ciò si vede , che a 
quelle tre donne non resta , per ognuua , che a — 9X 
di poma nel cesto , e che ciascuna delle 9 , che ne ha 
ricevuto un numero x da ognuna delle tre , verrà ad 
averne perciò per sua porzione 3 x. Or si vuole nel 
problema , che dopo tal ripartizione risulti lo stesso 
il numero delle poma di quelle e di queste. Adunque 
P equazione al problema , dovrà essere 
3 x=a — 9 x 

dalla quale si ha 

1 ix=a , ed x =* — 
i» 

la quale dinota che ciascuna di quelle tre donne aveva 
data a ciascuna delle 9 la dodicesima parte delle poma 
eh’ essa aveva. 

E volendo verificare una tal soluzione , non bi- 
sognerà far altro , che procedere cogli stessi passaggi 

falli per risolvere il problema, impiegando — invece 


di x . Di fatti le prime sarebbero restate con poma 

a _ Sff ta -f-j e le seconde ne avrebbero avuto y = 4 -, 
1» 4 1» 4 

e quindi le une , e le altre lo stesso numero . 


¥ 


PROBLEMA II. 


C » 83 . Dimandato uno che ora fosse , rispose : le 

.... 4 

ore che debbono scorrere per terminare d giorno tono y 
di quelle già scorse, QuaF ora era dunque ? 
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Soliiz. Sieno x le ore gii «corse ; le altre a scor- 
rere per terminare l'intero giorno sarebbero *4 — * : 

ma queste debbono essere -j- di quelle . Dunque 1 ’ e- 

quazionc al problema sari 

Axr= l4 —X 

cioè 7 x — ja 

, 7a or a or , . 

ed x — z= io e — t= io e 17 circa. 

1 1 

PROBLEMA III. 


5 - a 84 - Sono tre numeri , ed il pròno aggiunto 
alla terza parte del terzo i uguale al secondo ; questo 
col terzo del primo uguaglia il terzo ; c questo terzo su- 
pera il pruno per 10. Si dimandano i tmmcrif 


SoLuz.Sia x il primo numero ; sari per T ultima 
condizione di sopra esposta il terzo espresso da x-f- 10 ; 

ma il secondo per la prima condizione è ,r rt . ’ ° 


•T 

c per l'altra condizione è quanto x 10 — -j- . A» 


dunque l'equazione al problema sari 

x - 4 - io x 

* + - T - = *+*o- t 

cioè x 1 0 = 3 o — x 

e uaio, e= io. 

E quindi il primo numero £ io, il terzo è io, 

1 1 secondo 16 ~ . 
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§. j 85. Sia x il primo de’ tre numeri proposti, 
y il secondo , s il terzo ; avranno luogo le tre seguen- 
ti equazioni , ciascuna per ognuna delle tre condizio- 
ni di sopra stabilite cioè sarà 

I" 

II” x+y = ‘ 

111" x -J- io r= z 

E sottraendo la seconda dalla terza , sarà 

T +10=jr 

e ir -J- 3o = 3y 

Similmente sommando la terza equazione colla pri- 
ma ridotta nella forma seguente 

3x — 3_p ss — z 

si avrà 4 X + 10 — 3/ 

e paragonando questa equazione con quella di sopra 
ottenuta , ossìa le due diverse espressioni di 3/ in x 
ricavate da esse due equazioni , sarà 

ax-f-3o=s4 x +■ 10 

che risoluta darà x = to. Quindi con la sostituzione 
di tal valore in una delle due precedenti equazioni 

in x , y , si avrà y •ss «6 -j- • E finalmente dalla ter- 
za delle equazioni al problema si avrà anche dal va- 
lore della x quello della z espresso da »“• 

j. a86. Il paragone di queste due soluzioni può 
servir di prova per mostrare , che quando può riesca- 
si ad ottenere una sola equazione finale ad un proble- 
ma , che contenga più condizioni ed altrettante inco- 
gnite , bisogna sempre farlo , riessendo più fàcile .1 
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maneggio di questa sola equazione , che quello di più ; 
e quindi più elegante la soluzione del problema : poi- 
ché l'eleganza di una soluzione algebrica di un pro- 
blema aritmetico consiste , nell' ottenersi direttamente 
quell' equazione , che senza ulteriori ripieghi , e col 
più facil maneggio conduca alla determinaz ione dell' in- 
cognita principale stabilita nel problema. 

PROBLEMA IV. 


J-* 287. Una vasca riceve acqua da tre canali , 
de quali il primo da se solo la riempirebbe in un gior- 
no ; il secondo in due ; il terzo in tre ; il quarto in quat- 
tro giorni . Si dimanda il tempo in cui quella vasca si 
riempirebbe dandogli [ acqua i quattro canali insieme ? 


Soli'z. Sia x un tal tempo ; e l’acqua di cui è 
capace la vasca si dinoti per a . Ciò posto , siccome 
iti uu giorno il primo canale dà a di acqua , nel tem- 
po x darà ax. Similmente nel tempo x il secondo ca- 
nale darebbe — ; e ciascuno de’ due altri darebbe ri- 


spettivamente —r 1 ~r • Ma da questa quantità di ac- 

A 4 

qua data da ciascuno de' quattro canali nel tempo s 
debbesi empir la vasca. Adunque sarà 
ax ax ax 

ax + T + T + T ==a 

ossia , sopprimendo il fattore comune a , e moltipli- 
cando l'intera equazione per 1 a , per liberarla da frat- 
*J. a5i.li *, s* avrà 

ìax -J-6r-f-4z -p 3x = ta 
i5x = ia 


I ^ a . , W •> / • 

x c= -jt di giorno c= 1 1 e circi. 
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J.a88. Scoi. S« da principio la «puntiti di acqua 
si fosse espressa con i in vece di a , si sarebbe a di* 
rittura ottenuta 1' equazione senza questo moltiplicato- 
re da cui ha bisognato liberarla ; il che serva di av- 
vertimento pe' casi in cui una quantità data può sta- 
bilirsi ad arbitrio di chi risolve la quistionc. 

PROBLEMA V. 

§. 289. Un mulo ed un turno trasportano barili di 
vino ; e f asino ne ha tanti che togliendone uno dal mu- 
lo , ed aggiugnendoto a suoi, ne verrebbe a portare il 
doppio numero di quelli del mulo ; al contrario se un 
sol barile si togliesse all' usino , e si dasse al nudo , sa- 
rebbero essi ugualmente carichi . Si dimanda il numero 
de' barili che ciascun di essi porta t 

Solcz. Sia x il numero de’ barili de’ «piali è gra- 
vato il mulo ; in tal caso , per la prima condizione del 
problema , 1' asino avrebbe un numero di barili espres- 
so da 3x — 3 : ma per la seconda condizione , to- 
gliendosi da questa quantità un barile , ed aggiu- 
gnendolo all'altra x , risultavano essi ugualmente cari- 
cati . Adunque sarà 

ax — 4 = * + 1 
ed *ca 5 

Cioè il mulo portava 5 barili , e 1 ' asino j. 

PROBLEMA VI. 

5 - 390. Un maestro dimandato che numero di 
giovani avesse , rispose : la loro metà , insieme col ter- 
zo , e con la quarta parte mancano dall intero nume - 
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ro de' miei giovani per io. Si cerca guai fosse un tal 
numero di allievi ? 


SoLtrz. Sia x quel numero di giovani , sarà 1' e- 
q unzione a] presente problema 

T* + T x + j x + '° = x 

cioè 6.r -{- 4-r -f- 3jr -f- no = ni 

ed x = — ito 

5- agi. Scol. I l risultamenlo di questo problema ò 
un valore negativo per la x , il quale soddisfa all' e* 
quazione donde si è ricavato , rendendosi uguali effet- 
tivamente i due membri della medesima col sostitui- 
re — no ad i; ma intanto conviene esaminare cosa 
dinoti un tal valore negativo dell' incognita in rappor- 
to al problema proposto . Or se riflettasi sulla condi- 
zione di tal problema , e quindi sull' equazione al me- 
desimo , si rileverà facilmente , che le tre parti del 
numero de' giovani , che si disegnano dal professore , gii 


sono maggiori dell' intero numero , mentre —, -1-, 
di mia quantHA sono maggiori di essa ; che perciò è 


contradditorio il volere die con queste più io si pro- 
duca il numero : e ciascun vede , che il problema si 
ridurrebbe possibile , se si dicesse al contrario , che quel- 


le tre parti superavano il numero de’ giovani per io ; 
nel qual caso risulterebbe pel numero cercato -(- iao. 


Adunque un valore negativo dell’ incognita in questa 
specie di equazioni indica , che la quistione in quel 
modo proposta non può aver lungo , includendo un» 
contraddizione , che per toglierla bisogna convenevol- 
mente cambiar qualche cosa nell’ enunciazione del pro- 


blema nell' opposta . 
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PROBLEMA T 1 I. 

5. agi. Si dimanda un tal numero , che dal suo 
doppio sottrattone 1 , c dal doppio di questo residuo 
sottrattone a , e finalmente diviso tal secondo residuo 
per 4 > questo quoziente sia quanto il numero cercato 
meno 1. 

Solcz. Sia x quel numero ; sarà ai — 1 il primo 
residuo; 4 se — 4 *1 sccoudo ; ed x — 1 il quoziente di 
esso diviso per 4 ! oud' è , che l’ equazione al pro- 
posto problema sarà 

X — I Sai — I. 

J, ag 3 . Scoi.. Questa specie di equazione dicesi 
identica ; e da essa , come si vede , in nessun modo 
può determinarsi valore della x ; e ciò deriva da che 
in effetto quel numero dee restare indeterminato e ge- 
nerale ; mentre ciò che nel proposto problema si di- 
manda , non già ad un numeVo speciale ; ma bensì a 
tutti i numeri generalmente si compete ; ossia che al 
proposto problema può soddisfarsi con un qualunque 
numero . Di fatti pongasi ad arbitrio 7 per la x , e 
preso di 7 il doppio meno 1 , cioè i 3 , e di questo 
il doppio meno 2 cioè a4 ì un tal numero diviso per 
4 darà per quoziente 6 . ebe è minore per 1 del nu- 
mero 7. 

Adunque ne' casi che 1 ’ equazione alla quale si 
perviene risolvendo un Problema algebricamente sia 
identica , il proposto problema diviene un teorema , 
cioè quello che in essa si cerca è una proprietà del 
soggetto in questione ; e di fatti il problema di sopra 
proposto può nel seguente modo trasmutarsi in 
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Se il doppio di un numero ti minori di i ; ed il 
doppio di questo residua minorato di a si divida per 4 j 
si otterrà /xr quoziente un numero minore del propo- 
sto per i. 

J. agl. Bisogna però avvertire ; che per esser 
giusta la conseguenza che noi abbiamo dedotta dall' os- 
servare , che risolvendo un problema si giugncva ad una 
equazione identica , conviene clic la soluzione del me- 
desimo siasi convenevolmente condotta , senza mai es- 
sersi tenuto conto due volte di una stessa condizione : 
perchè in tal caso l' identicità dell' equazione finale , 
non già da una proprietà generale del soggetto in qui- 
st ione dovrà derivarsi ; ma bensì dalla condotta non 
regolare tenuta in risolvere il problema. 

PROBLEMA Vili. 

$.2cp. Un padre lega in testamento a' suoi figliano 
somma di denaro da dividersela ugualmente , ed eseguita 
la divisione si trwa , che la porzione del primo è 100 
scudi , e la decima parte del rimanente dell ' eredità ; 
quella del secondo è aoo scudi , ed un decimo di ciò 
che rimane ; quella del terzo r è 3 oo scudi , ed un deci- 
mo del residuo dell 1 eredità ; la porzione del quarto [ i 
•}oo scudi , ed un decimo del nuovo residuo ; e così in 
seguito. Si vuol conoscere qual fosse C eredità ; quale 
il numero de' f gli ; e quindi ciò che sia toccalo a cia- 
scheduno ? 

Suppongasi 1 ’ eredità = z , e la porzione di cia- 


Digitized by Google 


Elementari 


i5g Lm. i. 


scnn figlio ss x , e pori» il loro numero ss — . Si 

avranno le espressioni delle mosse a dividere , c delle 
porzioni spettanti a ciascuno dinotate come qui ap- 
presso 


Masse a 

DIVIDERE 


Z — X 
I — - IX 

e — 3x 
z-fc 
z — 5x 


oro. de 

FIGLI 


1° 

11° 

IIP 

IV° 

V° 

VI° 


PORZIONE DI CIASCUNO 


X = 1 00 -j- 
x = aoo -f- 
x sr 3oo + 

x = ,{oo -f- 
x = 5oo -f- 
x 6oo -f- 


IO 

2 — X 100 | 

lo 

z — ix — 3oo| 

IO 

-3t — .{no 
io 

z — 4- r — 5oo 

io 

; — 5 r — Gool 


DIFFERENZE 


100 

100 — 

100 

100 

IOO 


X-f- IOO 
10 

X~\- IOO 
10 

X-f- IOO 
IO 

x-4- IOO 
IO 

X-f- IOO 
IO 


cc. 


ec. 


ec. 


ec. 


cc. 


Or essendo uguali le porzioni di ciascun figlio , quel- 
le differenze ottenute debbono esser tutte zero j e ri- 
trovandosi esser la medesima 1’ espressione di ognuna 
di esse , basterà pareggiarne una ad arbitrio a zero j 
sicché si avrà 

x 4- ioo 

ioo — = o 

io 

Clic risoluta dà x = 900 

Sicché la porzione di ciascun figlio è scudi 900 ; e 
questo numero sostituito per la x in una delle equa- 
zioni della terza colonna , per esempio nella prima , di 
z =3 8100 eredità intera 


Digitized by Google 


hit. 3 . l6o 


Affiliti Àtoiitiei 


e quindi — = 9 numero de* figli. 

J. 396. Scoi. Questo problema meritar* di es- 
tere qui recato, per la tua singolarità di soluzione, ed 
anche per mostrare esser falsa la massima , che cia- 
scun problema che algebricamente risoluto conduce ad 
equazione di primo grado , possa risolversi aritmeti- 
camente , per la regola del falso; 
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DELLA NATURA DELLE EQUAZIONI DI II* 
GRADO , E DELLA MANIERA DI RISOLVERLE . 

J. 397. Se abbiami le due equazioni ridotte a 

zero 

x — m = o 
x — n —o 

il loro prodotto x ' — (m + ") x + mn — 0 
rappresenterà , come si vede , un’ equazione di secon- 
do grado ridotta anche a zero , e completa ; poiché 
ne* termini di essa gradatamente si discende dall' espo- 
nente 3 dell’ incognita fino all' esponente zero , dal qua- 
le si concepisce affetta l’incognita x nel termine no- 
to mn . E se in un caso sia m zz — n , e quin- 
di = l’equazione di sopra esposta prenderà 

la forma — m’==o 

mancante del secondo termine , e che dicesi pura. 

5. 398. Ogni equazione di secondo grado nasce 
dunque dal prodotto di dnc di primo grado ridotte 
e zero , ciascuna della forma x — m =z o ; e se mai 
avvenga che i termini noti di qnesti fattori sieno u- 
guali e di segno contrario , in tal caso 1’ equazione ri- 
sulterà pura. 

$. 399. Or siccome ponendo 1 ’ m per la jr nell' un 
di quei fattori , e l’n per x nell’ altro di essi , 1’ uno 
e 1* altro divien zero effettivamente ; dovrà perciò in 
ciascuno di questi due casi svanire anche 1’ equazione 
di secondo grado che da quelli risulta , e ciò si rile- 
va anche intuitivamente eseguendo tal sostituzione ; che 
perciò : Ogni equazione di secondo grado ridotta a 
zero svanisce effettivamente in due casi , cioè eoa due 
valori distinti che ha la sua incignila, e dipendenti dalla 
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natura delC equazione. Questi tali valori dell’ incogni- 
ta , die fanno svanire 1’ equazione , diconsi ordinaria- 
mente sue radici. 

j. 3oo. Oltre questi due valori che soddisfano 
all' incognita in un' equazione di secondo grado , non 
può essercene altro che adempia lo stesso oggetto . 
Poiché se suppongasi esser questo dinotato da p , un 
tal valore sostituito all’ incognita in quell' equazione 
darà p ’ — (»i -{- n) p -f- mn = o 

e questa nuova equazione sottratta dalla proposta of- 
frirà l'altra 

x' — p % — (m -f-n) (se — p) — o 
che divisa pel fattore x — p si ridurrà ad 
x +/> — («i -M) = o 
cioè x p = m n 

Ed era la x uguale ad m , o pure n ; adunque neces- 
sariamente p dovrà pareggiare n , o m. Vale a dire che 
oltre quc'duc valori l’incognita non potrà averne al- 
tro clic soddisfi all' equazione. 

§. 3oi. Per piccola riflessione clic facciasi sull' e- 
quazione risultata nel $. igj , che come si disse può 
generalmente rappresentare un' equazione generale di 
secondo grado, sarà facile ad accorgersi, che in essa il 
coefficiente della r , cioè del secondo termine sia quan- 
to la somma delle radici deW equazione col segno con- 
trario ; e che il termine noto della medesima oenghi 
espresso dal prodotto di quelle medesime radici col pro- 
prio segno. Ma sopra di ciò noi dovremo tra poco ri- 
tornale ; e nella teorica generale delle equazioni do- 
vremo poi universalmente stabilire la regola della com- 
posizione de' coefficienti di ciascun termine di un' equa- 
zione dalle radici della medesima. 

$. 3oa. Premese queste considerazioni intorno alla 
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natura (Ielle equazioni di secondo grado , pasciamo ora 
alla ricerca de’ mezzi onde risolverle. 

Ed in primo luogo è chiaro , che 1' equazione pura 
x' — 4 = o , cioè x* = b 
si risolva con estrarre la radice da ambo i membri , 
donde si avrà i e + \! b 

cioè i due valori della x, o le due radici di una tale 
equazione saranno + Vb, - Vii «d esse soddisfano, 
com’è evidente, all’ equazione , cd alle condizioni sta- 
bilite nel §. 3oi. 

§. 3o3. Sia ora l'equazione compiuta 

I. *’ -f ■ ax b =o 

ove le a , b sicno quantità positive, o negative, come 
si vuole , il che dà all' equazione proposta le quattro 
forme seguenti , cioè 1’ identica ad essa ambe ne’ segni 

II. x* — ax b—a 

III. x’ -| - ax — 4 = o 

IV. x’ — «x — 4=o 

Si trasporti nell' equazione proposta il terzo ter- 
mine 4 nel secondo membro , ond' essa divenga 
x 1 -p ax ~ — 4 

che può anche porsi sotto la forma 

x* + ax X — = — 4 
■ a 

ove si vede che il binomio costituente il primo mem- 
bro è composto del quadrato del numero x, e del dop- 
pio prodotto di tal numero nell’ altro ; che però 
se ad esso binomio si aggiugnessc il quadrato di —, 

il trinomio risultante sarebbe il quadrato di x -f- —*.”§• i53. 
Si aggiunga dunque, per non turbare l’equazione pro- 
posta , il quadrato di — ad ambo i membri di essa, on- 

II 
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a* a’ 

de risulli x*-t- ax - 7 - ss -j- — b 
ed iu seguito estratta da' medesimi la radice quadra- 
ta , «ri *+Y“ ± v r (f -0 

ed *~-T ± V''(y -0 

cioè le due radici dell' equazione proposta saranno 

-f+^f-o • -T-vC^-0 

$. 3o4. E volendo anche dinotarle com' esse ri- 
sultano dalle tre altre forme sopraindicate , si avrà 

dalla 11. *=-f 

“* = -f±V r (T + i ) 

iv. * = + -l± V '-(£ + i) 


c ciascuna di queste radici si vedrà, con la sostituzio- 
ne, soddisfare all' equazione cui corrisponde ; ed esse- 
re anche tali da adempiere alle condizioni espresse 

nel 5- 3oi. 

$.3o5. Sicché la regola per risolvere un'equazione 
compiuta di secondo grado è la seguente : Sì pani nel 
secondo membro il termine nolo della medesima ; si com- 
pia il quadralo del primo membro , aggiugnendo al 
binomio che lo rappresenta il quadrato delia metà del 
coefficiente del secondo termine dell' equazione , che per 
min turbarla , si aggiunga anche al secondo membro di 
essa. Finalmente , estratta la radice da ambo i mem- 
bri cosi apparecchiati , si trasporti il termine noto dal 
primo incmbio nel secondo : si avranno in tal modo i 
due calori dclt incognita. 
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E qti) basta solamente avvertire , che il primo ter- 
mine dell’ equazione che si risolve , cioè quello ove tro- 
vasi ar’, debba esser libero da divisori, e da qualunque 
moltiplicatore diverso dal -f- i ; e la maniera di ridurse- 
lo, in caso che no'l fosse, la somministra la RegIV.5.a43. 

J. 3otì. Partendo dalla natura delle radici delle e- 
quazioni di secondo grado assegnata nel §. 3oi. si po- 
trebbe anche pervenire alla determinazione delle me- 
desime nel seguente modo . 

Sia 1’ equazione x' + <zr + b = o 
e le radici di essa sieno m ed n , sari 

m n = + a , mn = ± 6 
Ed elevando a quadrato la prima di queste due ultime 
equazioni , sarà m‘ + ima -+■ n’ — a’ 
e da questa sottrattone il quadruplo della seconda di 
esse, cioè 4 mn = i 4^ 

tari m* — 2111/1 4 . n* = a’ qp 4^ 

o sia , estratta da ciascun membro di questa equazione 
la radice , sari m — n = ± V («’ + 4^) 
che combinata con F altra equazione 


darà 


m n = a 

+ «±V(«’ + 4*) 

tu = ■ ' 

a 


ed 

cioè 

ed 


+ a + \/{a’+4h) 
a 

+ a-r SÌ^’+W) 

a 

+ a — V(q’*4-4^) 


o pure *1 contrario m «= 

e, 5 ' •- 

ed n >= 


+ a — V(a*4-4 A ) 

a 

:ga+V(«‘+4*) 

a 
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J. 3oy. Dall* ispezione di queste radici , qualun- 
que sia il metodo col quale si sono esse ottenute , si 
potrà dedurre la seguente regola , per ricavarle da un’ 
equazione compiuta di secondo grado senza maneggiarla. 

In ogni cr/ua zinne compiuta di secondo grado ri- 
dotta a zero , [ incognita c uguale alla metà del coef- 
ficiente del secondo termine dc/C equazione preso col se- 
gno contrario , aggiuntavi , per un de' valori , la radi- 
ce quadrata del binomio rappresentato dal quadrato della 
suddetta metà, e dal termine noto dell equazione col se- 
gno contrario , c per I altro valore , toltone questo stes- 
so radicale . 

I)i modo che , se 1’ equazione fosse la seguente 
x‘ -f- &r — 5 = o 
le sue radici sarebbero 

*= — 3 + V(9 + 5)= — 3+ V'i 

$. 3o8. Avendo di sopra osservato, che 1‘ equa- 
zione compiuta di secondo grado può presentarsi sotto 
quattro diverse forme , dipendenti da’ segni onde sono 
afletti il secondo c terzo termine di essa , conviene ora 
indagare quali modificazioni ciò possa indurre nella 
natura delle radici della medesima. Presa perciò la for- 
inola generale di esse radici, che si è veduto essere 


+ n±\/(a’ + ,{A) 



ognun rileva facilmente , che sarà sempre reale il ra- 
d leale eh* è l’un de' termini del valore della t , se in 
esso si abbia -j- t\b ; o pure clic ritrovando visi — $b , 
sia questa quantità minore di a' . adunque un equazio- 
ne di secondo grado in cui il terzo termine sia negati- 
vo , avrà le due radici reali . E queste lo saranno pure 
re (di , in caso che essendo positivo quel terzo termine , 
il quadruplo di esso sia minore del quadrato del coef- 
ficiente del secondo termine. Clic se in questo caso quel 
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quadruplo del terzo termine pareggi il coefficiente del 
secondo termine , svanirà il radicale , e 1 equazione 
avrà due radici uguali e di segno contrario 1 ciascuna 
espressa dalla metà del coefficiente del secondo termi- 
ne j e ciò avviene quando l’ equazione proposta ridot- 
ta a zero era già un quadrato perfetto , sicché non vi 
era bisogno per risolverla dell’ ordinario metodo di so- 
pra esposto , ma bastava estrarle da essa la radice qua- 
drala , come è nel caso dell’ equazione 


x’ + ax +• ' 


a’ = o 


che dà all’ istante , estraendone la radice 



J. 3 og. Dopo ciò , resta a considerare il caso in 
cui l’ equazione proposta , avendo il terzo termine e- 
spressc da -f- 4 , sia 44 > «* i > n t*l c “ so quel radicale 
sarà immaginario , e tali perciò saranno le due radici 
dell’ equazione , e della forma 

+ « + V ( 44 — a’W — « 


• a — V ({4 — <*’)V — » 



e quindi i fattori immaginar; di quest' equazione 
saranno 

x -¥a — V(44 — a') V — 1 _ 
a 

x + a -f- V (4^ — a')V — 1 _ Q 

a 


della forma stabilita nel J. 1 45 - Etanp. 11. 

5. 3 10. Cada inoltre l’ equazione proposta ne’ casi 
in cui le sue radici sieno reali , di tal che si suppon- 
ga V(a* + 44) espresso da c, saranno le due radici 
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di essa dinotate da 


4-a-l-t 

a 



3 


J. 3 1 1 . In questi casi se 1' a e positiva , e maggio- 
re di e , le radici saranno entrambe positive ; e se mi- 
nore di e , una sarà positiva , 1’ altra negativa . Al 
contrario se 1' a è negativa , e minore di c , 1’ una delle 
radici sarà positiva , 1' altra negativa ; se maggiore di e 
le radici saranno entrambe negative. 

5- 3 1 ». Adunque : Un ci/uarione di secondo gra- 
do a radici reali , se ha il secondo termine affetto dal 
segno — , può avere le sue radici , o tutte due positive, 
o una positiva [ altra negativa ; se poi il secondo ter- 
mine sia affetto dal segno -f- , le radici di tal equazio- 
ne , o saranno tutte due negative , o una positiva f al- 
tra negativa. 

§. 3i3. In questi casi però ultimamente conside- 
rali , le radici essendo possibili , tale è anche il pro- 
blema cui esse corrispondono ; e solamente è da av- 
vertirsi , che le radici negative dinotano che può an- 
che un numero astratto di natura negativo assoluta- 
mente soddisfare alle condizioni del problema propo- 
sto ; o pure , eli' esse soddisfano , mutate in positi- 
ve , al problema , quando una qualche cosa nelle sue 
condizioni si cambj nell' opposto : e ciò verrà rischiara- 
to dagli esempi che addurremo: quando poi le radi- 
ci sieno immaginarie , ciò dinota che il problema don- 
de derivano , o cui corrisponde l’ equazione alla qua- 
le esse appartengono sia impossibile . 
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CAPITOLO Vili. 

ALCUNI PROBLEMI ARITMETICI 
DI SECONDO GRADO . 

5- 3 1 4 - Dal gii detto finora in più di un luogo si 
può cominciare a rilevare , che la natura de' proble- 
mi , riposta nell' equazione alla spiale risolvendoli si per- 
viene , dipenda dal numero delle soluzioni , ossia delle 
espressioni algebriche che potranno soddisfare alle con- 
dizioni di essi ; di tal che 1' equazione ad un problema 
debba risultar di primo grado , quando al quesito di esso 
non può soddisfarsi che in uu sol moslo , o sia con un 
solo numero ; e che debba essere del secondo grado 
1’ equazione ad un problema , tutte le volte che al que- 
sito di esso può soddisfarsi in due modi , o sia cou due 
diverse espressioni algebriche ; e ciò sarà nel prose- 
guimento di quest' opera confermato coll' analisi che 
stabiliremo sulle equazioni di grado superiore , ed i 
problemi donde dipendono. Ma per ora è necessario 
di rischiarare una tal cosa con qualche esempio. 

PROBLEMA I. 

J. 3 1 5 - Si cerca un tal numero , che il prodotto 
di està accresciuto di 5 , per lo stesso minorato di 5 
sia uguale a 96. 

Sia x il numero cercato : 1 ' equazione al proble- 
ma sarà (1+ 5 ) X( r — 5 ) = 96 
cioè ** «— »5 = 96 

r’ = itti 
x = ± 11 

Sicché ad un tal problema soddisfa il numero + 1 1 - 
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Di falli essendo 1 1 -f- a = 16 , ed 11 — 5 = 6, si tro- 
va die il prodotto 16x6 =96. 

E siccome la natura di un prodotto positivo è tale, 
clic esso può risultare anche da due numeri negativi 
per fattori; perciò l'equazione al problema doveva 
anche comprendere questo caso : di fatti 1' equazione 
ad esso risoluta ha dato l' altro numero — 11, col 
quale si ha per un de' fattori del prodotto 96 , 
— 11 4. 5 = — 6 , e per 1 ’ altro — 11 — 5 c= — 16. 

In molti casi però questa soluzione negativa si ri- 
getta assolutamente , essendo un paradosso 1’ idea ne. 
gativa di quella quantità eh' essa rappresenta ; e noi 
non Iralasceretno di far ciò manifesto col seguente 

PROBLEMA II. 

§. 3 16. Alcuni negozianti stabiliscono un agente 
per un loro commercio in società , con la condizione tra 
essi , che ciascun associato contribuisca tante volte sa 
scudi, quanto è il loro numero. Il pnifillo dell' agente 
è Jissato a due volte tanti scudi per 100 , quanti sona 

gli associali ; c moltiplicandosi la — parte de I suo 

guadagno totale per a -| — - ne risulterà il numero de- 
gli associati. Si dimanda qual sia un tal numero ? 

Sia quello numero = x ; c poiché ciascun asso- 
ciato ha somministrato ioa:, il capitale intero sarà 
= io.r*. Or per ogni 100 scudi 1 ' agente guadagna zar; 

il suo profitto è dunque l-i' pel capitale lor* . La 
- — parte di questo guadagno è 7— x 3 , che multipli. 
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, a . . 20 ,, 20 1 

cata per a H , cioè per - — , da a : 1 = 1' 

r 9 ^ 9 45oo aa5 

«pressione che dee pareggiare il numero x degli as- 

sociati . Si ha quindi 1’ equazione 


aa5 


ossia z 3 ss 2i5x 

la quale sebbene sembri apparentemente del terzo gra- 
do ; pure perché si può dividere per x si riduce su- 
bito ai x' = 225 

ed x e= + 1 5 

§. 317. La prima di queste radici cioè -J- iS sod- 
disfa al problema , e dì il numero che cercavasi de- 
gli associati, ciascun de' quali ha peniò contribuiti 
i5o scudi. L'altra — i5 è un numero negativo , che 
soddisferebbe al problema , se fosse stato proposto in 
numeri astratti ; ma trattandosi di un numero di uo- 
mini associati , la radice — i5 niente significa , e quin- 
di si trascura. 


PROBLEMA III. 

5. 3 18. Dividere un numero dato a in modo che 
il prodotto delle sue parti sia uguale a h\ 

Si dinoti per x l' una delie parti del numero da- 
to a , V altra verri espressa da a — x; e l’equazione 
al problema sarà 

ax — x‘ = 5 * 
cioè x' — ax— — b' 

-M± 4*‘) . 

e quindi x ex - — ■ 

sicché una delle patti di tal numero potrà essere ( pren- 
dendo il primo de’ valori ottenuti per la x ) espressa da 


$■ 3 oy. 


Analisi Albeb bica 


Lib. a. 173 


■+« + V(g»— 4b') 


cd allora 1' altra parte sarebbe 

-f- a — V(«’ — 4*’) 


, eli' è precisa- 


mente 1‘ altro de’ due valori della x risultanti dal ma- 
neggio dell’ equazione al problema. Eòi una medesima 
soluzione di esso , e quindi una stessa equazione dove- 
va offrirne ad un tratto 1' una e l’ altra delle parti del 
numero a ; giacché non vi era alcuna ragione , perchè 
la x esprimesse piuttosto 1* una che 1’ altra di esse . 

$. 3ig. Scol. Un tal problema ha reali, e posi- 
tive tutte due le radici quando 4è’ < a' , cioè ib < a ; 
pareggiandosi queste due quantità , in tal caso i due 
valori della x si fanno uguali ciascuno alla metà del 
numero dato a , cd il prodotto loro diventa il mas- 
simo , come 1’ è anche noto dal libro 11° degli Ele- 
menti di Euclide ; e divenendo 4 b' > a' , cioè a è > a 
Je due radici dell' equazione al problema divengono 
immaginarie, il che dinota, che il problema sia im- 
possibile , come chiaramente si vedeva dover avvenire 
dal precedentemente detto , e dallo stesso 11° libro de- 
gli Elementi. 

PROBLEMA IV. 


J. 3ao- Ritrovai e due numeri la differenza de' qua- 
li sia a , c'I prodotto b‘. 

Sia x il minore de" numeri cercali , 1" altro di essi , 
cioè il maggiore , verrà dinotato da x-j-a , e 1 loro 

prodotto da j 1 - 4 - ose. Quindi l’ equazione al presente A 

problema sarà x’ -{- <zr b' 

, . . . ,, — n± V(«’ + 4*’) 

che risoluta eia ar=- * 
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de' quali due valori della x , l' uno £ positivo , 1’ al- 
tro negativo ; cd il primo si vede chiaramente che 
soddisfi al problema ; ma non ben si comprende 1' uso 
dell' altro , che però pur soddisfa all' equazione don- 
de deriva . 

J. 3ai. Per venire in chiaro «li ciò , riflettasi che 
la supposizione fatta di x come il minore de' numeri 
cercati è stata arbitraria , potendosi ugualmente indi- 
car con x il maggiore di essi , nel qual caso 1’ equa- 
zione al problema sarebbe stata 
x* — <zr = b' 

, « ± V ( «’ + 4** ) 

e la rs= 

a 

Or questi valori della x sono identici a quelli ot- 
tenuti con la prima supposizione fatta di x pel mino- 
re de' numeri cercati , ma inversamente presi , e col 
seguo contrario j di tal die il primo di questi i cioè 
x = a + V ( «’ + lò" ) è lo stesso che il secondo di 
quelli col segno cambiato ; e similmente il secondo di 
questi corrisponde al primo di quelli col segno con- 
trario. Si vede da ciò, che il secondo risultamento ne- 
gativo nelle due soluzioni , non sia altro clic la cor- 
rezione della supposizione arbitraria già fatta nel co- 
minciar la soluzione ; indicando quel segno , che debba- 
si cambiar tal supposizione nella contraria ; ed allo- 
ra la quantità che esso affetta divicn positiva , cioè sod- 
disfa al problema presa col segno contrario a quello 
che risulta dall’equazione. 

Scolio. 

$. ìli. Se taluno trovasse che mi sia troppo trat- 
tenuto nell’ esame delle radici dell» equazioni , e quin- 
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di dui problemi (li secondo grado , mentre effettiva- 
mente , trattandosi di problemi aritmetici , i soli valo- 
ri positivi dell’ incognita" sono quelli di cui si tira con- 
to per la soluzione del problema ; dirò di aver ciò 
fatto , i°. Per continuare , giusta il proposito esposto 
nel principio di questo Capo , a far comprender , che 
I" equazione ad un problema è necessariamente connes- 
sa con la natura del medesimo , e ebe vi è una cor- 
rispondenza tra il grado di quella ed il numero de'ca- 
si , o soluzioni diverse delle quali il problema è suscet- 
tivo , della qual cosa , per l'importanza della mede- 
sima , non tralascerò in appresso di continuare ad oc- 
cuparmi- Di più bo anche creduto per tal modo ven- 
dicar P Analisi moderna dal torte , clic trovo essergli 
stato fatto da taluni analisti , che nc" loro trattati di 
Applicazione deW Analisi algebrica alla Geometria , in 
problemi di questa natura , ove non pnò senza taccia 
trascurarsi di costruire tutte le radici possibili , si sono 
contentati semplicemente al più di occuparsi alla co- 
struzione di una semplice radice positiva , trascuran- 
do affatto tutte le altre. Ma su questo difetto de’ me- 
desimi mi riserbo a parlare con maggiori particolareg- 
giamenti nel Trattato di Analisi algcbrico-gcomctrica , 
che bo promesso di pubblicare. 

$.3a3. Quantunque dell eliminazione tra equazio- 
ni composte debba trattarsene altrove a disteso , non 
bo stimato però sconvenevole il recar qnì qualche pro- 
blema che conduce ad equazioni tali, che l’ eliminata 
di esse può facilmente ottenersi con metodi particola- 
ri assai ingegnosi , e degni di essere attentamente con- 
siderati , tanto più che gii si trova di ciò dato nn e- 
sempio nel $. 3o6. In tal modo i giovani si comince- 
ranno di buon’ ora ad aguzzare 1" intendimento per 
gli artifizi di analisi , che convenevolmente adopera- 
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li possono con vantaggio guidarli alla determinazione 
de' valori dell" incognita, 

PROBLEMA V. 


J. 3j4- Ritrovare tre numeri , dati i tre quozien- 
ti che nascono da ciascun prodotto di due di essi divi- 
so pel terzo. 

Sieno a , b , c i tre quozienti dati , e si dino- 
tino per * , y , z i tre numeri cercati ; avranno luo- 
go le tre seguenti espiazioni al problema 



M 


II. 




■ 

Dalle quali equazioni si avranno , moltiplicandole due 
a due , le altre tre seguenti , cioè 

x' ss ab y'xzac z' = he 

ossia x = ± Voi y s=*±\Jac z sa ±\!bc 


PROBLEMA VI. 


§. 3a5. Ritrovar due numeri, de' quali sia noto il 
prodotto , e la differenza de' loro qutulrali. 

Chiamando o’ la differenza di que’ quadrati , c b' 
il prodotto dato ; le equazioni al problema presente 

saranno . r * — /* = a ' 

xy — b' 

« n*lliplicando i «mini di questa seconda equazione , 
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per a V — «) e poi sommandola alla prima , si avrà 
x' — y' Jf a xy \J — 1 =3 a* 4- ai’ V — 1 

cioè ( 1 +/ V — ')’ “ **’ + ai’ V — 1 

«1 x +y \} — \ <= ± V («' + *1>' V— ' ) 

Similmente si sottragga (fucila seconda equazione , ap- 
parecchiata nel sopraddetto modo, dalla prima, si per- 
verrà ad avere 

x — V 1 = ± V (»’“ ai’ V — > ) 

Adunque sommando una volta queste due ultime 
equazioni, ed un* altra volta sottraendo 1’ una dall'al- 
tra , e dividendo il primo risultamento per a , c ’l se- 
condo per aV — « si avrà 

VV + »** V— •) + V («’— ai* V— 0 

x — ■ — ■ — ■ — — ■ -■—■■■ 

a 

V (a’ + aA' \/ — 1) — V(«* — ai’ V — 1) 

a V~ 1 

E questi valori di x , y , sebbene in forma d'imroà- 
ginarj , sono però quantità reali , come si rileva dal 
§. a 1 1 , e vi ba anche casi , ne’ quali da ciascuno di 
que' binomj sotto il segno radicale si può estrarre la 
radice , come a suo lòngo (aremo vedere. 

§. iiG. Finalmente recherò anche qui, come un’ e- 
scrcitazione per le equazioni di secondo grado , la 
dimostrazione della forinola di Halley , di cui ho fat- 
to parola nello Scolio al §. aog. 

Si voglia estrarre per approssimazione la radice» 
dal binomio x’ + a. È chiaro che tal radice dovrà es- 
ser espressa da x + p , indirando + p la quantità da ac- 
coppiarsi alla radice n della x" , allorché questa quan- 
tità è accresciuta, o diminuita di a ■ Sarà dunque 

x i p ea V (*" Ì °) 
e quindi (x ± p )* = x" + » 
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ossia x' + nx'—'p -f- x‘—'p'. 


ec. = r* + a 


E supponendo la p si piccola , che si possano ef- 
fettivamente trascurare tutti i termini ove essa s’ in- 
contra a potenia superiore al quadrato, si avrà, can- 
cellando l’i" ne’due membri della precedente equazione 

n(n — i) . . 

■+• nx'-'p 4 - — - = + a 

r i . a 

la quale equazione ordinata per rapporto a p come in- 
cognita , sarà la seguente 

. xpx . aa 

p' — — — = : 




che risoluta darà 


- + x c *' + ìa ^ 

^ n — i + V \(« — »)’ ~ («’ — n)x"—'J 
ove si vede chiaramente , che i segni superiori debba- 
no aver luogo allorché nella formolo proposta l ’ a é 
positiva , gl’ inferiori se negativa. E da ciò risulterà 
generalmente 

V (*"+«)=^^*+\ A ( , *' ± — — a * -- 0 

— ‘ n — i ' V — i)' (« — «)*"—/ 

nella qual formula il radicale che vi si comprende è 
quadratico , e di esso il primo termine è un quadra- 
to perfetto , e 1 secondo è una frazione tonto più 
piccola , quanto più da principio erasi presa piccola 
1’ a in paragone della x . 

Scolio. 


J. ÌXJ. L’Halley, nella sua Memoria da noi ci- 
tata al S- 208 , non recò intorno al presente argo- 
mento che semplicemente alarne formole particolari , 
«vendo a dirittura taciuta la formola generale sopra- 
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indicata , dopo l'esposizione della quale uoi a ucbe pas- 
seremo qui appresso a darne , come un' applicazione , 
alcuna di quelle. 



E sarà facile il procedere innanzi nella composi- 
zione di queste formolo particolari , senza nò anche 
eseguire la sostituzione del valore di n nella formula 
generale , rendendosi chiara la legge con cui proce- 
dono i termini di ciascuna formula particolare , ed i 
coefficienti de' medesimi ; ove si avverta soltanto che 
quelli del secondo termine del binomio sotto al segno 
radicale sono la somma continuata de’ numeri natu- 
rali 1 , a, 3,4, cc. fino a quello eh* é dinotato in 
ciascun caso da n — 1 . 


»*$*<- 
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LIBRO III. 


TEORICA GENERALE DELLE EQUAZIONI ; 

E MANEGGIO DI QUELLE DI Ul 0 , E IV 0 GRADO. 

INTRODUZIONE. 

$. 3a8. Allorché nel libro precedente abbiamo trat- 
tato delle equazioni di secondo grado, cbe sono le più 
semplici tra le equazioni composte, si 4 cercato di sta- 
bilire quanto concerneva la natura delle medesime ; con- 
viene ora trattar questo argomento generalmente, o sia 
per qualunque equazione composta , poiché su tali ri- 
cerche poggia il risolvimento delle medesime , il qnale 
forma la base della risoluzione de' problemi , ogget- 
to di ogni ricerca matematica , e dell' analisi in gene- 
rale. Né sembri a taluno , cbe ciò che si è esposto 
intorno alle equazioni di secondo grado si ritrovi or 
superfluo , perchè compreso nelle ricerche che impren- 
deremo ; poiché oltre al doverci quelle particolari con- 
siderazioni servir di preliminare in più di un luogo 
del presente argomento , esse vaieranno anche a ri- 
schiaraci* , c comprovarlo. 
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Solamente è necessario di qui avvertire , che per 
restringerci ne’ limiti di una istituzione elementare , e 
per render questa nostra opera accetta a' giovani che 
debbono apprender 1’ analisi moderna , ed utile nel 
tempo stesso , noi ci limiteremo ad esporre quelle so- 
le dottrine intorno alla teorica delle equazioni , die 
debbono nel proseguimento servirci , per istabilir le re- 
gole onde poterle risolvere ; quindi sarà da noi tra- 
lasciata ogni qualunque ricerca dovesse rimanere senza 
applicazione veruna. 
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CAPITOLO I. 

DELLA NATURA, E DELLE PROPRIETÀ’ 
DELLE EQUAZIONI COMPOSTE. 

TEOREMA I. 

5 - 3 ag. Ogni espressione algebrica della forma 
x" + AstT— + Bx—' . . . . -f- te. 
piiò sempre considerarsi come il prodotto de '/attori sem- 
plici i^-a, i^-c al numero in. 

Una tal veri ti è facile a rilevarsi da’ JJ. 180 e 181, 

J. 33 o- Scol. E volendosi distendere su quei prin- 
cipj poc’ anzi indicati una dimostrazione al presente 
teorema , si potrebbe dire , ebe : » siccome il pro- 
dotto di m fattori della forma x-{- a, x-f- b, x-J-c. . . . 
n dee essere una forinola al grado m pariforme alla 
» proposta , cosi volendo che questa sia identica a quel 
11 prodotto , dovranno risultare identici i coefficienti 
» delle stesse potenze della x ne’ termini delle due for- 
ìì mole. E siccome questi generalmente sono al nume- 
» ro m , quante sono le incognite a , b , e . . . . , 
w cosi verranno a stabilirsi m di equazioni , cioè m 
n di rapporti tra le incognite a, b , e. ...e le quan- 
» tità note A , B , C. . . . J ond’ è che dovrà esser 
w possibii cosa il determinar quelle da queste ; poiché, 

» come in più di un luogo del Libro li. si è fatto 
» rilevare , tale è la natura di que problemi in cui le 
» condizioni sono tante quante le incognite distinte. 

» Adunque è chiaro, che dovranno sempre esistere tali 
» valori , o espressioni per le a , b , c. . . . , che dal 
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» prodotto da’ (tUorì x + a, x-f-i, x-f -e. . . . ri- 
» suiti la formola proposta « . Dei-sì solamente nota- 
re , che ore manchi qualche termine in tal formola , 
allora il coefficiente dell* analogo nel prodotto di que’ 
fattori dovrà porsi uguale a zero. 

$. 33i. Co*. Ciò premesso, la formolo propo- 
sta potrò divenir uro per qualunque de* suoi fattori 
semplici sia uro , e quindi in m di casi diversi, cioè 
essendo x -f- a ss o , x 4. ò " o , s + ctao . . . . 
ossia x ss» — a , a = — b , * = — c . . . . Adunque 

TEOREMA II. 

L' espressione 

xT 4- Al — * 4. Bz — • + T = o 

che rappresenta un equazione del grado m ridotta a ze- 
ro , diverrà effettivamente zero per m di valori diversi 
che premierà la x , necessariamente dipendenti dalla na- 
tura di taf equazione. O sia : Un equazione del grado m 
. ha il numero m di radici. 

5- 33a. Ed è poi chiaro al contrario , che : Se la 
quantità — a rappresenti una radice del[ equazione di so- 
pra esposta, dovrà questa essere esattamente divisibile pel 
fattore x -f- a = o ; e'I quoziente , eh' è una formola al 
grado m — 1 , dovendo risultare dal prodotto di tutti 
gli altri fattori semplici dell" equazione proposta meno il 
precedente x 4 a zzz o , dovrà essere anche = 0 5 poiché 
dee svanire del pari che ciascun altro di questi {atto- 
ri quando per la- x si sostituisca un valore che le cor- 
risponda - 

$. 333. Coa. Siccome da fattori immaginar] può 
" 5. 145. risultare un prodotto reale * ; può perciò avvenire , 
che sebbene sia reale un'equazione proposta, possa essa 


1 
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«Ver fattori immagiuarj, i quali daranno luogo a radici 
immaginarie per l’ equazione , e della forma a + b \J— i . 

TEOREMA IH. 

$. 334. In ogni equazione , come la seguente 
x m + Jx m —‘+Bx m — t . . . . -J-rrzo 
in cui il coefficiente del primo termine sia -f- 1 , e ri- 
dotta a zero ; il coefficiente A del secondo termine do- 
vrà pareggiare la somma delle radici dell equazione , col 
segno contrario ; quello del terzo termine dovrà essere 
quanto la somma delle combinazioni binarie di esse ra- 
dici , col proprio segno . . . quello del termine n quanto 
le combinazioni delle radici al grado n— 1 , col segno 
proprio se n sia impari, contrario se pari. 

La dimostrazione di ciò è chiara da’$$.i83 c 3aq. 

5- 335. Coa. Quindi : L' ultimo termine di un e- 
quazione composta , sarà quanto il prodotto di tutte le 
sue radici , preso col proprio segno , se l equazione era 
di grado pari, col contrario se impari. 

TEOREMA IV. 

J. 336. Se r equazione 

x m + Ax -f Bx ■ ± Cx 1 . ... =0 
abbia tutte le sue radici reali e positive , dovrà avere 1 
segni de' suoi termini alternativamente positivi e negati- 
vi , cioè il primo affetto del -f- , il secondo del — , il 
terzo del -f- , il quarto del — , cc. E se le radici sie- 
no reali e negative , i segni de' termini dovranno essere 
tutti gli stessi : cioè a dire , nel primo caso vi avran 

luogo tutte alternazioni di segni ne' termini dell equa zio- , 

ne , nel secondo tutte successioni di segni. 

Ciò è chiaro dal $. 334. 
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TEOREMA V. 

§. 337 . Se un equazione che ha tutte le radici rea- 
li abbia tutte alternazioni di segni , quelle radici saran- 
no tutte positive : se ha tutte successioni di segni avrà 
tutte le radici negative. 

Sia l'equazione 

x* 1 — Ax m '* -f- Bx “ * — Cx ’ .... ss o 
si avrà , trasportando nel fecondo membro i termini de’ 
luoghi pari , 

x" -f Bx *— • . . . . r = Ax m —‘ + Cx—' . . . . 
cd è chiaro, che nell' un de'membri vi ti dovranno con. 
tenere tutte le potenze impari deila x , in un altro le 
pari ; che perciò si vede , che mai potri aver luogo il 
pareggiamento di tali due espressioni , a meno che non 
si supponga la x dinotata da quantità positive, mentre 
supponendole negative , l'un de'membri risulterebbe po- 
sitivo , 1' altro negativo. 

Che se 1' equazione proposta fosse stata della forma 
x m -\-Àx m —'-\-Bx m —'+Cx m — i . . . = o 
trasportando similmente nel secoudo membro i termini 
de' luoghi pari, si troverà esser positivo il primo meni- 
bro , negativa l'espressione del secondo. Or perchè pos- 
sa aver luogo tal pareggiamento , fa d' uopo che la x 
rappresenti una quantità negativa ; poiché in tal caso 
se il primo termine conteneva le potenze pari della x, 
rimarrà positivo , e quelli del secondo membro lo di- 
verranno pure , contenendo le potenze impari di una 
quantità negativa moltiplicale per coefficienti negativi ; 
e se al contrario risulterà negativo il primo membro, 
resterà tuttavia tale il secondo. 
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TEOREMA VI. 


$. 338. Se nella j orinola 

x- ± Ax m ~‘ + Bx—' ± Cx—'. . . . ±T M 
compiuta nel suo numero di termini , in cui i segni di 
questi si seguano con qualunque ordiste di altemqzioni e 
di successioni , s' introduca il fattore x — a , la nuova 
forinola 

x m +‘ ± Ax m ± Bx —' 1 ± Cx— . . ±Tx i 

— ax m aAx—' +. aBx—' +a7'| 

dovrà avere necessariamente un alternazione di segni di 
più che la proposta. 

E se tal fattore fosse x-\- x , la nuova formolo M‘ 
avrebbe tuta successione di più che la proposta. 


M' 


Dim. È chiaro primieramente , che nella prima li- 
nea della forinola M' abbian luogo ne’ suoi termini 
i*, a° , 3°, ec. gli stessi segni che in quelli della for- 
mula M ; e che viceversa ne’ termini della seconda li- 
nea \° , 3°, 3° , ec. , i quali pel grado della x cor- 
rispondono a quelli della prima dal 3 ° in poi, i segui 
di essi sieno direttamente opposti a quelli de’ termini 
stessi nella forinola M. Dal che risulta, che ogni qual- 
volta nel contrarsi i termini delle due linee per otte- 
nere il prodotto M', abbia luogo in una di queste con- 
trazioni il segno della linea inferiore , mentre nella 
precedente contrazione avea avuto luogo quello della 
superiore , in tal caso necessariamente vi dovrà aver 
luogo una permutazione di segni. 

Ciò posto , se in tutte queste contrazioni si con- 
servassero i segni della linea superiore, il che può aver 
luogo fino al penultimo termine della forinola M' ; in 
tal caso si verranno ad avere in M / fino a questo ter- 
mine gli stes i segni de’ termini di M, e quindi lestes- 
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se alternazioni c successioni che vi erano in M ; ma giun- 
ti a questo termine , siccome per passare al seguen- 
te , cioè all' ultimo termine di RI', bisogna necessaria- 
mente scendere nella linea inferiore , cosi è chiaro , 
clic dovrà esservi una permutazione di segni ; che per- 
ciò M' ne avrà una di più che la forinola proposta M. 

Ai contrario , se in qualche luogo , eseguendo la 
Contrazione de termini corrispondenti delle due linee , 
ti trovi che il risultamento sia del segno della linea 
inferiore , avrà già avuto luogo una permutazione di 
segui di più che nella forinola M fino al luogo stesso: 
or due casi potranno accadere , cioè , o che pe' segni 
di tutti gli altri termini ili RI' si resti nella linea in- 
feriore , o che si risalga alla superiore. IN'el primo dì 
tali rasi , siccome da questo luogo in poi , i segni de' 
lermiui della linea inferiore sono , termine per termi- 
ne , direttamente gli opposti di quelli dell' ordine stesso 
nell' espressione M , si vede perciò , che in tutto il re- 
sto del prodotto M' contralto; vi continueranno ad aver 
luogo le stesse permutazioni e successioni, che nel cor- 
rispondente resto della formula M : la formula RI' si 
troverà quindi avere una sola permutazione di segni di 
più che la proposta RI. 

Che se risalgasi di nuovo nella linea superiore ; 
quantunque ciò avvenga per una nuova successione di 
segni, perchè ne’ termini corrispondenti dell' equazio- 
ne RI vi era permutazione di segni , e che perciò que- 
sta distrugga la variazione poc'auzi ottenuta : incomin- 
ciando di nuovo da qui il ragionamento di poc' anzi , 
si vedrà sempre , che o restando nella linei superio- 
re , o tornando a discendere nell'inferiore , e rimanen- 
do! i, deliba aver luogo nell'equazione RI' una varia- 
zione di segui di più che nell' altra M. 

Cou un simigli, mie ragionamento potrà provarsi , 
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die introduceudosi nella forinola M il fattore x -f. * , 
nel prodotto M" deliba trovarvisi una successione di 
più ne' segni de' suoi termini, di quelle che v’ erano in M. 

Adunque ec. 

$. 339. Con. 1. Quindi laute alternazioni di segni 
5’ indurranno nella forinola M , quanti saranno i fat- 
tori x — a , x — b , x — e , ec. che s - introdurranno 
in essa ; e tante successioni di segni, per quanti saran- 
no i fattori x-}->, a--f-/ 9 , x-J-y , ec. che vi s’intro- 
durranno. 

$. 3 jo. Cor. h. Che perciò, se la iormola M era 
anch' essa della forma x — p, o x-f -p , si vede , che per 
ogni fattore x — a vi s’ introdurrà un’ alternazione di 
segni, per ogni altro x + * una successione, sicché essa 
alla fine si troverà avere tante radici reali positive, quan- 
te alternazioni di segni s incontrano tra i suoi termini , 
tante radici reali negative , quante sono le successioni. 
Ed al contrario ; Se un'equazione di cui le radici sit- 
uo tutte reali , ne abbia parte di esse positive e parte 
negative ; saranno tante le positive quante le alterna- 
zioni di segni , e tante le negative quante le successioni. 

Imperocché divisa tal’ equazione successivamente 
pe' suoi fattori derivanti da radici reali positive , e per- 
ciò della forma x — a = o , x — 3 = 0.... dovrà in 
fine ridursi alla forma di un' equazione in cui tuli' i 
segni saranno positivi ; e per conseguenza clic avrà tante 
successioni quante esse radici , cioè quant’ è il grado del- 
1 ’ equazione risultata per ultimo quoziente. Or se questa 
si moltiplichi di nuovo per ogni uno di que' fattori reali 
positivi pe’ quali si è divisa la proposta , si verrà per 
ognun di essi ad introdurre una variazione di segni ; e 
queste variazioni però , giunti di nuovo all equazion 
proposta , si troveranno esser tante di numero, quante 
sono le radici reali positive contenute in tal' equazione. 
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J. 3-{ 1 . La regola del Coroll. preccdenle , per 
distinguere in un' equazione a radici reali il numero 
delle radici positive dal numero delle negative , ebe 
dagl'inglesi ti attribuisce all' Harroit , e da’ Francesi , 
ed or da tutti gli analisti moderni , al Cartaio 1 , 
non i nel fondo che quella clic diede il Cardano , per 
le equazioni di quarto grado generalizzata. Ed essa può 
talvolta essere utilmente impiegata a far conoscere in 
una equazione comporta 1’ esistenza delle radici im- 
maginarie . 

Sia in fatti 1' equazione 

x 4 -J- bx' in — o 

in cui manca il a # e ’1 4° termine , else perciò cia- 
scuno di essi potrà supplirsi con ì o . Or nel caso 
che per ciascun di essi si prenda il -f- o ; l' equazio- 
ne si troverebbe avere tutte successioni di segni , e 
quindi qnattro radici negative , supposto che fossero 
reali ; e prendendo il — - o per ciascuu de" termini man- 
canti , l' equazione verrebbe ad avere quattro radici 
reali positive j eh' è contraddittorio al precedente tro- 
vato. Inoltre prendendo l' un di essi termini espresso 
da -f- o , c 1’ altro da — o , 1' equazione si trovereb- 
be avere due radici positive , e due negative , se esse 
fossero reali ; il che distrugge anche le due preceden- 
ti ipotesi : che perciò dovrà conchiudersi, che l’ equa- 
zione proposta debba avere le sue radici immaginarie. 

(') Ecco come su tal proposito si esprime anche il 
Lagrange , che può valere per gl’ Italiani ed i Francesi 
nel tempo stesso. » C’est là le fameux théoriroe de De- 
li scarta , que le* Anglais allribuenl à Harriot. ( Noi. 
Vili, al Trattato della R/solution de 1 /quattoni num/ri- 
1 " «■ )• 
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APPENDICE 
AL CAPITOLO PRECEDENTE. 

5.343. Dal Teor. ni. dei Cap. preced. derivano le 
seguenti ricerche di non lieve importanza nella teori- 
ca delle equazioni numeriche. 

1°. La prima di esse riguarda la formola gene- 
rale , che rappresenta la somma delle potenze del gra- 
do r delle radici di un' equazione , indipendentemen- 
te dal valore di queste , e perciò espressa ne’ coeffi- 
cienti di essa . 

Sia perciò l'equazione 

y -f AiT - 1 + Bx — * 4. Cx m — > . . . . +Sx + T= o X 
ed a, (3, y,ec. dinotino le sue radici. Eseguendola di- 
visione di tal' equazione per x— a, si avrà per quoziente 
y — 1 1 4. a I X**— • -+• »* y— * 4. *’ x"—* . . . . + A 

4. A I + a. A 4- cu' A 4- B 

+ £ 4 . a£ + or -* C 

4 . C 4- 


+ ^ 

Ed un simil quoziente , col semplice cambiar 1' » 
in p , iti y , ec. si avrà dal dividere 1' equazione X 
per x — (3 , x — y , ec. 

Or sommando tutti questi quozienti , che sono 
al numero m , si otterrà la seguente espressione 
m z "" ' 

+ [(• +/3 +> • • •)+">'* ] 

+ [(*‘ + /3'+r- • •)+(* +P +y ■.■)J+mB]x~-' 

+ [(*’ + 0’ + T 1 ■ . .)4-(a 1 +/3 1 + y-...)^4(«4-|3+r...)S+mC]y-* 
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Ed indicando per A' , A", A'", .... A <"> ' la 
somma delle radici * , (3 , y , . . . quella de’quadrali 
di esse , cioè di a 1 , /3’, y' . . . l' altra de’cubi delle 
medesime , cioè di j3’, y', ed in generale con A (m> 
la somma delle potenze m delle radici a, /3, y . ec., 
F espressione precedente della somma de'qnozienti pren- 
derà la forma 


mi""' + A‘ 

x— ’ + A" 

x m ~ t + A"' 

x”~* | -A <"—*> 

-f- in A 

4. A A' 

+ A A" 

+ AA < m ~< ■> 


-f m£ 

+ BA' 

+ BA<~-'> 



•4- mC 

-f CA(~~*) 


-f- mS 

\ 

Or si osservi che è un' espressione com- 
posta da’ fattori x — , x — y, x — S che 

perciò il coefficiente del secondo termine di quel quo- 
ziente è la somma di /3 , y , cc. , mancando solamen- 
te di * , per rispetto a’ termini da’ quali risultava il 
coefficiente A del secondo termine dell’ equazione pro- 
posta. Similmente il coefficiente del secondo termine 
X 

dell’ espressione di è la somma di * , y , re. , 

e vi mancherà in esso solamente il /3 , per rispetto al 
coefficiente A dell’ equazione proposta ; e cosi pel se- 

X 

condo termine dell’ espressione di ■ , in cui inan- 

ellerà per rispetto ad A solamente il y. Laonde ne’ 
coefficienti di tutti questi secondi termini presi insie- 

1 Nell’ espressione A la (m) dinota semplicemente 
il numero degli apici che distinguono la A. 
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me cioè nel coefficiente del «econdo termine della iom- 
XXX 

ma che rappresenta —— - -f x — -s -f + ' c - 

▼i dovrà mancare la somma * j |3 » Y» • • • ° s * a ^ 
stessa, per compiere m di volte il coefficiente del se- 
condo termine dell' equazione X : vale a dire sarà 
A' -\-mA t =s(m — 1 ) A 

ed. ■^ , = a — A x 

Inoltre il coefficiente del terrò termine di — 

risulta dalie combinazioni binarie delle radici «, /3, y ... 
dell’ equazione X, meno quelle ove entra a ; e pari- 
mente quello del terzo termine di ^ ; risulta dalle 

combinazioni binarie delle radici poc’ anzi dette , meno 
quelle ov’ entra j3 ; quello dal terzo termine di 

sarà espresso dalle combinazioni binarie delle stesse ra- 
dici meno quelle ov’ entra y ; e cosi in seguilo . È 
chiaro perciò, che nella prima di queste mancando *£, 
e nella seconda , che dee poi trovarsi in tutte le 
altre successive , perciò */3 mancherà due sole volte 
nell’ insieme di tutte. Similmente nelle prime mancan- 
do ay , e nelle terze y», dovrà ay trovarsi mancan- 
te solo due volte in tutte ; c cosi pure nelle seconde 
mancando /3y , e nelle terze y/3 dovrà questa combi- 
nazione mancar due volte in tutte ; e lo stesso per 
ciascun’ altra delle combinazioni binarie ebe formano 
il coefficiente B del terzo termine dell' equazione X . 
Sicché in fine tutte queste mancanze in tutti i ^effi- 
cienti de’ termini de’ diversi quozienti sopra notati non 
verranno a formare che a fi ; e perciò la somma di 
«mesti termini dovrà differire per nfi dal coefficiente 
B del terzo termine dell’ equazione X preso m di vol- 
te , cioè essa verrà dinotata da (*-»)«• ^inài si avrà 
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o sia A" -{- A A' — — a B 

Di più il coefficiente del quarto termine dell’ e- 


spressione 


dovrà risultare dalle combinazioni 


A<' 


x — X 

ternarie delle radici dell’ equazione X , meno quelle 
ove entra x ; quello del quarto termine del quozien- 
te — risulterà dalle predette combinazioni , me- 

no quelle ove entra /3 ; e 1 ’ altro del quarto termine 
X 

del quoziente risulterà dalle stesse combina- 

x — y 

zioni , meno quelle ove entra y ; che perciò la com- 
binazione «( 3 -y , dovendo mancare in ciascuno di que- 
sti tre coefficienti; dovrà mancare tre volte nella som- 
ma di essi , per rispetto al coefficiente C del quarto 
termine dell’ equazione proposta preso m di volte ; e 
lo stesso per ogni altra combinazione ternaria delle ra- 
dici x , f3 , y , ee. Ond’è ebe tal somma di coefficien- 
ti dovrà differire da quel coefficiente C preso in di 
volle , jier tre volle questo coefficiente stesso C , cioè 
sarà A"' + AA" + BA' +mC = (m — 3 ) C 
o sia A"' + AA"+ BA'=> — 3 C 

c cosi successivamente. 

Di tal che persuasi una volta di questo procedi- 
mento , si potrà stabilire per forinola generale ridot- 
ta di pareggiamento tra il coefficiente di un termine r, 
non maggiore di m -f- 1 , della somma de' quozienti 
X X X „ 

, , , ec. e 1 corrispondente cocl- 

x — x x — j6 x — y 

Sciente Q dell’ equazione X il seguente pareggiamento 
-') 4. AA<~> 4. BA <•— J > . . . -f- PA' = — (r— 1) Q 
dal quale, com’è chiaro, si ottiene generalmente la 
somma delle potenze r — 1 delle radici di un’ equa- 
zione dal coefficiente del termine r di essa , e dalle 
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somme delle potenze de' gradi precedenti ad r — 1 , 
cioè r — i, r — 3 , ec. ove però r, come si è det- 
to , non oltrepassi m 4- 1. Che perciò si vede die 
finora non siesi giunto , che fino a poter ottenere la 
somma delle potenze rn delle radici della proposta , 
la quale verri rappresentata da 
j 4 <-> + JA ') + BA < m ~' ■> . . . -J- SA'=> — mT. 

$. 343 . Ci resta ora a vedere in qual modo possa j 
ottenersi la stessa cosa per un grado maggiore di m , 
tal che m + »». 

II.° In tal caso si moltiplichi l'equazione propo- 
sta per x* , sicché essa diverrà 

*"+■ + Ax"+—' -f ' 4. Cx"+"— : ... -I- Jx* + ' 4. Tx* = o 

e se in questa sosti tuiscansi successivamente le radici 
* , /3 , y , ec. dell’ equazione proposta , si avranno le 
seguenti equazioni particolari 

«"+» 4. ^*"+— . 4. .?*»+■ 4. Tx" = o 

P m+ " 4. ApT+— 4. £ 0 "+*— * . . . 4 Sp*+‘ -f TP” = o 
ec. 

E queste equazioni particolari sommate tra loro da- 
ranno luogo alla seguente 

( »"+* 4. yr+" -f y"+" 4- cc. ) 

4 /# ( *"+"-■ + /S-+— 1 + »*•+—» 4- ec. ) 

4- B ( »*■+*— 4. / 9 -+— -J- *-+—• 4. cc. ) 

4 

4- 5 ( «*+• 4 -/ 3 *+' 4. *"+■ 4. cc. ) 

4- T ( *- 4- P' 4- y m 4* cc. ) 

o sia , rappresentando la quantità compresa nel primo 
vincolo per A , quella che è nel secondo vin- 
colo e che moltiplica A per A <”+*— >> f p a lt ra nel 
terzo vincolo per A <"•+«—») : e cos j pure il moltipli- 
catore di S per A (*+•) e quello di T per A <*>, sarà 
^(»+»)4 .AA (m +"—>-l-£A< m + l '- , >. . i 4- SA’-'+'^TA^ — a 
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equazione che mostra chiaramente come possansi otte- 
nere le potenze delle radici dell’ equazione X succes- 
sivamente dal grado m -f- 1 in poi. Di fatto per que- 
sto grado sarà n — 1 , e la somma delle potenze m -f- 1 
delle radici , cioè A (“+■> verrà rappresentata da 

— [ A A C«> + DA t— >. ... 4 . SA” + TA' ] 
S.344.Se m = a, la somma delle potenze m -f- a 

delle radici a . f} , y . . . verrà dinotata da 

— [ ^<-+0 + BA « + . . . + SA'" + TA" ] 

e cosi successivamente : di tal che anche per questi casi 
non si potrà procedere a determinare la somma delle 
potenze di un grado , senza aver prima determinate 
quelle di tutti i gradi precedenti fino al primo. 

S.345. III . 0 Che se la nsi ponga =a o , cioè che si 
voglia di nuovo , per mezzo della forinola di poc' anzi , 
la somma delle potenze m delle radici della proposta , 
tal forinola diverrebbe 

A <">-*- AA <*— '> >-f . . . +SA'+TAl°'=zo 

ove A° è quanto %° + /3° 4 . y° +«. e perciò =m ; il che 
la rende identica a quella di sopra otteuuta in fine del n.I 
J.346. IV . 0 Applicando le precedenti forinole all’e- 
quazione x * — x ! — i^r’-f-49 J t — 3o = o 

]ier determinarvi fino alle quarte potenze delle radi- 
ci, si troverà 

A-<= 1 , A" = 3q , A'"=x — 89 , A"" = 7»3 
che sono quegli stessi valori di tale somma di poten- 
ze , thè il Newton per vie particolari avea ritrovati 
corrispondersi a questa equazione «. 

5 . 347 .V . 0 La precedente ricerca ci conduce all’altra 
di determinare il valore di tutte le quantità simmetriche 
ad a" ;3" y . . . risultanti dal combinare insieme in 
tutti i modi possibili la potenaa m di una radice di 

« Arith. Univert. Part. II. Cap. III. n. Vili. 
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un' equazione , 1 * potenza n di un' altra , la p di una 
terza , ec. 

Per cominciare dal caso più semplice , supponiamo 
che si voglia la somma di tutti i prodotti della {orma 
a m j3", che si possono ottenere con le radici di un' equa- 
zione, ponendone ciascuna iu luogo deli' altra, cioè come 

, a"y" , * m y M , j3 "y m , /S"y* 

S'indichi questa forma di prodotti per A t '" " ) , 
come pure quelli della forma *“ /9" y r per A (m,m ’’K E 
sicc ome moltiplicando A cioè «" -+- j3'" -4- 7 " . . . 
per A ("1 o sia per «" + /S" -f- >*. . . . uc derivano 
due sorte di termini , gli uni della forma , gli 

altri della forma *■"£", i primi dinotati da A 
i secondi da A (m ’"> ; sarà perciò 

A< m > X A™ 1 = A <"+*> + A ("-*> 

e quindi 

A< m ‘"1 z= A A <"> — //<"+"> 
il che mostra, clic si conoscerà la quantità A <"*>">, cioè 
i prodotti della forma z” /3’, dal conoscere le quantità 
A (*•>, A A <"+">, che rappresentano la somma delle 
potenze m , n, cd m n delle radici dell'equazione . 

Similmente il prodotto di A per A c f’ ) , cioè 
di un' espressione della forma , »"|3“ , «"’v", ec. 
per 1 ’ altra ttf -p fi? -J- y p -f- ec. , si vede chiaramente 
che debba avere termini della forma »"•+? , altri 

della forma a*+r (2 m .... , e finalmente altri della forma 
«“ (3" y p ; ebe perciò debba essere 

A <*,«> X A W = A <“+»’, "> q- <"+?."’> -j- A f*W> 
e quindi 

A («w> = ^ (-V) x A <f> — A — y/ ( •+/’.*) 

Laonde conoscendosi già i termini del secondo mem- 
bro di quest’ ultimo pareggiamento , si verrà pure ad 
avere il valore del 'primo membro di esso. 

E similmente si determinerà il valore di A C 

i3 
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che si troverà corrispondere ad un’ espressione dell» 
seguente forma , e già precedentemente determinata 

A X A (,) A <"+*'**> — A< m > m + f.r> — («."d>+»> 

E del pari per gli altri prodotti successivi di un mag- 
gior numero di fattori. 

J. 3 {8. VI. 0 Nel caso di m = n si vede chiaramente , 
che le due espressioni a™ /}’ yP . . . ed a" /3" y>'. . . 
risultino uguali ; e similmente che sieno uguali due a 
due i termini che compongono il valore di •> ; 

che perciò volendo solamente la somma de’ termini 
dissimili , questa sarà la metà dell’ intero valore di 
A Similmente se m = n = p , i termini 

a^p-yP , oTpTyP , aspry" , a'" ( 3'V , x m ($r y ~ , <*z0"y- , 
sarchierò tutti uguali , ed essi non potrebbero essere 
che sei di numero , poiché tante sono le combinazio- 
ni e permutazioni di tre elementi m , n , p combinati 
tre a tre , a fine di adattarli per esponenti alle lette- 
re a , P , y in tutti i modi nel prodotto « p y. E si- 
milmente nel valore di A <«»W—0 vi sarebliero sei 
termini uguali della forma p* 3 ? . . . , sei altri ugua- 

li della forma p m 7" à ? , e cosi degli altri ; ond’ è che 
volendo solamente il valore de* termini disuguali del- 
1’ espressione A <-•*-> nel caso di m = n = p, biso- 
gnerà dividere per 6 il valore di già ottenuto per tal 
espressione. Ed in generale sarà facile il vedere, che 
volendo solamente la somma de’ termini disuguali nel- 
l’espressione A ("W.»---), ove fosse m= ns=pz= q ... 
i quali elementi sieno al numero r , bisogni dividere 
il valore di tutta quell’ espressione pel numero dino- 
tante le combinazioni e permutazioni di questi clementi, 
cioè per r(r — i)(r — a) . . a - E sarà facile ambe 
l’esteudere questa ricerca al caso in cui un numero di 
elementi fossero uguali tra loro , ed un altro numero 
am be uguali tra loro, come per esempio m ss », e p = q. 


Digitized by Google 


E i ni i i t ti i 


197 Lid. 3. 


CAPITOLO II. 

DI ALCUNE ALTRE PROPRIETÀ’ 

DELLE EQUAZIONI. 

TEOREMA VII. 

J. 349- Se abbiasi una qualunque equazione ri- 
dotta a zero, e si conoscano due numeri tali , che so- 
stituiti successivamente in luogo delT incognita di queir e- 
quazionc diano risultamenti di segno contrario ; f equa- 
zione avrà necessariamente almeno una radice reale, di 
un valore compreso tra quei due numeri. 

Dim. Sia x 1' incognita di quell 1 equazione 
cd » , /3 , y , ec. dinotino le sue radici , p e q sicno 
i numeri che sostituiti per a diano risultamenti di se- 
gno contrario ; dorranno perciò essere di segno con- 
trario le due quantità 

(p — *) (p—P) (p — v) 

(? — *) (?—/ 3 ) ( 7 — y) 

e quindi bisognerà che sicuri almeno due fattori cor- 
rispondenti , come p —• a , q — » di segno contrario ; 
che perciò la quantità a dovrà essere minore di p, e 
maggiore di q ; e quindi media tra esse , e reale '. 

TEOREMA Vili. 

5- 35o. Ogni equazione di cui t ultimo termine è 
negativo , supponendo il primo positivo ; ha necessaria- 
mente una radice reale positiva. 


* La presente dimostrazione mi è sembrata da ante- 
porsi alle altre , per la tua chiarezza , e perchè diretta- 
mente ricavata dalla composizione stessa di un'equazione. 
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Dim. Imperocché supponendo il primo termine 
rappresentato J« 1 " , c 1' ultimo da —A , si Tede che 
ponendo x =0 , l'equazione si riduca a —A; e po- 
nendo x=:ae', l’equazione si ridurrà ad a> m ; quin- 
di si avrà per tal caso p = o , q — co ; e l' equazio- 
ne proposta dovendo avere per una delle sue radici 
una quantità compresa tra il zero e l’ infinito , sarà 
questa necessariamente reale e positiva. 

$. 35 1. Cox. 1. Quindi ogni equazione di grado 
impari , di cui l' ultimo termine sia negativo , avrà 
necessariamente una radice positiva. 

J. 33 a. Coa. 11. Che se 1 ’ ultimo termine sia po- 
sitivo , si vede anche chiaro , che per ottenersi i due 
risulta menti di segno contrario, cioè -{-A , e — od ", 
dclibrsi porre xzx — o ed x = — <x> ; ond’ è che que- 
sta in tal caso dovrà avere almeno una radice reale 
negativa . 

$. 353 . Con. in. Ogni equazione di grado pari, con 
1 ’ ultimo termine negativo, dovrà avere necessariamen- 
te due radici reali , 1 ’ una positiva , l'altra negativa. 

Imperocché posta 1=0, dà per risultamento — A, 
e posta x = -f- 00 , dà -f- co sicché v' ha una radice 
reale compresa tra -f-o e -f- 00 , e perciò positiva . 
Al contrario posta xss — o si ha per risultamento — A, 
e pinta x — — co ; si ha di nuovo -|- oc ; adunque 
vi dovrà essere un'altra radice reale tra — o e — oc, 
e quindi negativa. 

TEOREMA IX. 

§. 354- Ac in- una qualunque cj/uazionc , che ab- 


* Il seguo co dinota Y infinito. 
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bia una o più raditi reali e disuguali , sostituiscami 
successivamente in luogo delT incognita due numeri ; 
runa maggiore , C altro minore di una di quelle sue 
radici , i quali differiscano però tra toro per una quanti- 
tà minore della differenza tra questa radice e ciascuna 
delle altre radici reali dell equazione ; tali due sostitu- 
zioni daranno necessariamente due risultamenti di se- 
gno contrario. 

Dim. Sia gì una delle radici reali e disuguali dell'e- 
quazione , e /} , y , S , ee. sieno le altre radici qua- 
lunque , f la più piccola differenza tra la radice a e 
ciascuna delle allre radici reali dell’ equazione ; e chia- 
ro che prendendo p > * , q p —q < f , le quan- 

tità p — a, e q — * saranno di contrario segno , e che 
le altre p — f3 , p — y } ec. saranno del segno stesso che 
ciascuna delle corrispondenti q — /3 , q — f , ec. : poi- 
ché se due di questi fattori corrispondenti , come p — /3, 
q—j 3 potessero risultare di contrario segno , dovreb- 
besi il fi anche trovar compreso tra p e q \ il che per 
la supposizione già fatta non può aver luogo. Laonde 
i due prodotti 

(p— *) (p— P) (p—r) • • • 

(«— ») (?— P) (1— y) ■ ■ • 

avendo due fattori corrispondenti di segno contrario, e 
gli altri tutti dello stesso segno , dovranno risultare 
di contrario segno tra loro. 

J. 355. Scoi.. Da questa verità, inversa dell’ altra 
dimostrata nel tcor. precedente, si potrebbero ricava- 
re diverse conseguenze, che noi abbiamo stimato a pro- 
posito di qui tralasciare j e da esse potrebbe anche ri- 
trarsi una nuova dimostrazione del teor. da noi ri- 
portato al J. 338 , come potrà vedersi fatto dall’ il- 
lustre sig. Lagrange , nel $. 7 . del suo Traiti de la 
Résolulión des équadons numcriques. 
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CAPITOLO in. 

DELLE EQUAZIONI A DUE TERMINI. 

$. 356. Le equazioni a due termini , dette anche 
pure , vcggonsi chiaramente comprese nella forinola 
generale 

x" + A — o , cioè x” c= + A 
Traducendo una lale equazione in linguaggio ordina- 
rio, si vede eh' essa contenga la ricerca di quel nume- 
ro la cui potenza n sia + A. 

» $.33i. E dalle considerazioni precedenti * essendo noto, 
che l'equazione x n A “ o debba dare n di valori 
per la x ; si vede perciò , che essi rappresentino tan- 
te radici diverse al grado n dello stesso numero x* , 
le quali dinoterò per * , , r ■ • • • 

J. 35y. Ciò {tosto , se il numero n fosse impa- 
ri , la x non potrà avere che un solo valore reale di- 
notalo da V + A , sia questo per 1' appunto * , e gli 
altri tutti cioè /3 , y . . , dovranno essere immagina- 
ri , altrimenti si veriCclierehhe , che una stessa po- 
tenza risulterebbe da numeri disuguali. E se n fosse 
pari , e V A nel secondo membro positiva , due sole 
radici n reali si potrebbero ricavare dalla A, uguali 
in valore e contrarie di segno , tutte le altre dovendo 
risultare immaginarie , per non incorrere nello stesso 
assurdo di poc’ anzi . Finalmente se 1’ A fosse nega- 
tiva nel secondo membro dell" equazione ; in tal caso 
si vede , che tutte le radici n di essa debbano essere 
immaginarie. 

Quindi ritornando di nuovo da radici della quan- 
tità A a radici dell’ equazione x" = + A , si vedrà 
chiaramente , che in essa , se n è impari , uon vi pos- 
sa esser che una sola radice reale , tutte le altre es- 
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tendo immaginarie ; e se n è pari ve ne potranno es- 
sere (Ine sole reali , o pur tutte immaginarie , secon- 
do che sia -f- A , o — A nel secondo membro. 

J. 358. Volendosi dunque risolvere un’ equazione 
della forma proposta , cioè 

*" r= + A 

basterà estrarre da ambo i membri la radice n , e si 

Jt 

avrà così x e= \J + A , il qual radicale darà , per le 
ovvie regole dell’ Aritmetica , il valore dell* una radice 
d«! numero A , o pure dell* equazione proposta , se n 
è impari \ e delle due , prendendo la stessa col seguo 
doppio , se n è pari , e la quantità A positiva. 

Dopo ciò j divisa , nel primo caso , 1* equazione 
■ * 
proposta per x — — y+^c nel secondo per r* ■ — \j A y % 
il quoziente darà quella equazione composta , dal ma- 
neggio della quale si perverrà a determinare tutte le 
altre radici immaginarie dell’ equazione proposta , o di 
un numero dato. 

5 . 35g. Sa di questo argomento si avrà l’occasio- 
ne di ritornarvi più appresso nel seguente Libro. 

E s 1 11 r a. 

J. 36o. 1.® Risolvere f equazione pura di Uno grado 

x* — a — o 

La prima radice di quest’ equazione è * = V a ;e di- 
visa 1 ’ equazione proposta pel fattore * — V a — 0 > 
si ha per quoziente l’equazione di secondo grado 

la quale risoluta, dà per x i seguenti altri valori , cioè 
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.-V-.(=i±V=i, 

j=v ^'( ~'~ v/ ~ 3 ) i 

E posta la a = i in quell' equazione , e nelle sue ra- 
dici , si avrà 

IBI 

, y~— ' + V — 3 

3 

Che diconsi radici cubiche dell’ luutd. 

5- 36i. II. ° (Sia ora f equazione di quarto grado 
x 4 + a = o , cioè r 4 = + a 
Prendendola col segno superiore nel secondo membro, 
ed eslraendo d’ ambo i membri la radice quarta, si avrà 

x — V o = o 

x -|- yj a = o 
Quindi 1' equazione proposta diverrà divisibile per 
4 4 

( x — \a ) X (* + V a ) » cioè per ** — \a = o , e darà 
per quoziente *' -f- \Ja =o , dalla quale equazione si 
avranno poi le altre radici immaginarie della propo- 
sta , cioè * = ± V — o. 

$. 36a. Consideriamo adesso 1’ altro caso dell’ e- 
quazione proposta , cioè 

x 4 -(- a = o 

si avrà da principio 

4, 4 < 4 / 

x = + V — a = + VaX — i. 


x = + V o 

t x= + \/a 

cioè / 

f .x= — 


ed 

ed 
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Sicché ci conviene ora vedere come possa ridarsi quel 

4. 

fattore \ — t , in una espressione , che non conten- 
ga che solamente radicali immaginarj di secondo grado. 

Seguendo perciò quello che altrove accennammo* ,* J. i4<>. 

pongasi V — i = a -f- A V — i, si arri, elevando a qua- 
drato i due membri, \ — irmfl* — b‘ -J- iab^ — i. 

Or essendo interamente immaginario il primo membro 
di questa equazione , tale dovrà esser pure il secon- 
do ; e quindi in esso dovrà supporsi a' — b' t= o ; e 
sarà pure lab mi : e ila queste due equazioni volen- 
do delermiuare i valori di a c b , sarà a q — y— = b , 

V* 

conseguenza la quale non contenendo condizione con- 
tradditoria , mostra che sia possibile la supposi- 
zione <*< sopra fatta ; che perciò sostituendo iu 
a -f 4 V — i > valori di a , b poc'anzi ritrovati , li 


V- 


+ V- 
V 3 


Sicché finora abbiamo 


ottenute dall' equazione proposta le due radici. 

*i / i 4- V — i\ 
x== + Va X ( — ) 

I = _Vax(^_ ) 

Le quali ridotte a zero , e moltiplicate fra loro dareb- 


bero il prodotto *’ — a' V — > i pel quale dividen- 


dosi l'equazione proposta x* -f- n = o , se ne avrebbe 
un' altra anche di secondo grado , elle darebbe le al- 
tre due radici di quell’ equazione. Ma esse sarà facile 
questa volta ottenerle dalle già ritrovate , nel seguente 
modo, cioè , riflettendo che dall'equazione a' — i'=0 
si ha non solamente a — l , ma anche a— — b\ sic- 
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chè le altre due radici cercate saranno 



J. 363. L'incidente riduzione di \ — 1 ad una 
forma a -|- A V — t, ci riconduce a dimostrar general- 
mente ciò che altra volta ci abbiamo proposto , cioè 
che : Un radicale immaginario di qualunque grado i 
sempre riducibile alla Jorma a-)- A V — 1 • 

Al che dimostrare premetteremo il seguente lemma. 
5-364 - La radice del binomio immaginario a-\-b\J — 1 
è un altra espressione pariforme ad essa , che dinote- 
remo per x V — 1 . 

Una tal cosa sebbene trovisi già per incidenza di- 
mostrata nel 5- 3a5 , pure conviene qui provarla di 
proposito nel seguente modo. 

Sia come si è supposto 

V(fl+A V — i) = * + 7 V— I 

sarà , quadrando i due membri , 

a-)- A V — 1 =*’ — /’ + V — 1 

e procedendo innanzi per determinare i valori di *, y ì 
si avrà 


X 

y 


_ yr^ Vt> + AA) -f 

__ yT^ \/(aa-MA) — 


-) 

-) 


e quindi 

_ y ^ V(qq + AA)4-« ^ ^ y ^ \ ! {aa + hb) — y ^ 

espressione della forma sopraindicata, 

J. 365. Ciò posto ritornando al Teorema di so- 
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pra enunciato , rappresenti V— • nn radicale imma- 
ginario dì un ordine qualunque , sari chiaro che la n 
debba essere un numero della forma a’ - X m , ove rn 
». 

sia impari , e quindi V — 1 s > ridurrà sempre a 

V — i ossia a V — i per essere sempre V — i = — i; 
che perciò la presente dimostrazione dovrà limitarsi 
a' soli radicali immaginarj che abbiano per indice una 
potenza del a. 

§. 366. Or si i già dimostrato che 

V — 1 = a +£ V — i 


ed essendo V — * 1 = V^V — 1 — V( a -f- S V - ' 1 ) i 
dovrà anch'esso venir espresso in una forma a'-\-b'\J — i. 

Similmente V — 1 = V*" V — 1 sa V(u / + W - »), 
e quindi sarà espresso da a" + b" \J — « , e cosi in 
seguilo procedendo , si vedrà che sieno della mcdesi- 

s«. «♦, s > 

ma forma \ — i , V - * 1 V — >• 

J. 36y. A compiere la presente dimostrazione 
conviene avvertire , che sebbene noi abbiamo scelto 


per \ — 1 il solo valore reale — 1 , mentre oltre 
questo ha — 1 un altro numero m — 1 di radici im- 
maginarie * ; pare ciò non deroga affatto alla genera- *5-357. 
lità della nostra dimostrazione. 

Imperocché tutti gli altri valori immaginarj di V — 1 , 
si vede chiaramente, che non potranuo mai essere af- 

m 

felli da radicale della forma V — 1 > Perchè altrimcn- 

m 

ti , sostituendovi per — 1 il valor» — 1 , essi diver- 
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rebbero reali ; che perciò i radicali donde verranno 

a* 

affetti dovranno essere della forma V — « 1 che sono 
riducibili sempre , come si è dimostrato , alla forma 
« -f- b \J — I. 


Scolio. 

5 . 368. Il Lagrange nella Nola XIV della più vol- 
te da noi citata sua opera , Traili de la résolution 
da (quattoni numériqua , ha trattato l' argomento che 
forma il soggetto del presente Capitolo , con quella 
profondità ed estensione propria del suo sublime inge- 
gno ; ed è appunto per questa ragione , che nè le sue 
ricerche , nè quelle del celebre Gauss hanno potuto 
aver luogo nel presente libro elementare. 
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CAPITOLO IV. 

DELLE RADICI IMMAGINÀRIE 
DELLE EQUAZIONI. 

TEOREMA I. 

5- 36g. Se un equazione abbia radici immaginaiie -, 
ognuna di quelle dovrà essere della J orma a +_b\f — 1 . 

Imperocché fatta la divisione di nna tale equazio- 
ne pe' suoi fattori reali , se mai ne abbia , essa diver- 
rà della seguente forma 

x m -f Px + Qx m —' ' + Tx-\-V — o M 

nella quale m dovrà essere necessariamente pari, e l’ul- 
timo termine V positivo *. Or siccome tutti i valori* 5-353. 
della x in questa equazione debbono essere immagina- 
ri , essi si potranno generalmente rappresentare nella 

m 

torma y yj — 1 ; e trasformando con tal supposizione 
]’ equazione M , essa diterrà 

+ _2 y”—- V—o N 

v — * (V—o* 

Or le radici di questa equazione N dovendo ri- 
sultare da’ coefficienti di essa, che sono espressioni con- 
tenenti immaginar) della forma V — 1 » dovranno per- 
ciò essere anche tutti immaginar j , e della forma stes- 
sa V i i valori della y , e quindi riducibili alla for- 

ma generale a + b \J — i *. Adunque anche tali do-* J.365. 
vranno essere i valori della x , che per supposizione 
risultano dal moltiplicare ciascun valore della y per 

, clic pur è riducibile ad una forma analoga 
ad a 4 - b V — *• 
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TEOREMA li. 

5 . 370. Se uri cijuuzìonc composta ha una radice 
immaginaria della forma a + b V — 1 j dorrà necessa- 
riamente averne un'altra espressa da a — A V — *• 

Dim. Essendo a 1 \! — 1 una radice dell'equa- 
zioue M ; sarà questa divisibile per x — a — b\J — 1, 
e ’1 quoziente dovrà essere necessariamente un'espres- 
sione della forma P‘ -(- Q' \ — t , ove I y rappresenti 
luti’ i termini reali , e Q' V — • i tutti gl’ immagi- 
nari. Adunque sarà 

M=(/^+ Q'V-i)X(x-«-W- 1) 

= (x — a) P' + bq' -|- (x — a) Q' V — » — bP' V — 1 
= (x — a) P' -f- b(f 

dovendo risultar zero 1’ espressione immaginaria ; poi- 
ché la M che dinota l’equazione proposta si suppone 
reale . 

Supponiamo adesso che x — a -f- b V — 1 sia an- 
che un fattore di M , il qual dividendo la M dia per 
quoziente P' — Q' — 1. Si troverà , eseguendo gli 
stessi passaggi di poc’ anzi , che la M verrà anche e- 
spressa , come poco fa si è trovato , da 
(x — a)P' + bQ' 

Laonde quella quantità 1— s-j- i V “ ' 1 dee anche 
essere effettivamente fattore di M. 

$. 371. Coa. 1 . Adunque un' equazione composta 
che ahhia radici immaginarie , dee averle a paja a 
paja , connesse tra loro nel modo poc’ anzi espres- 
so , cioè che se una sia della forma a + b \J — I , 
dehhavene esser nece- sanamente un' altra della forma 
a — b V — 1 . Che perciò ogni equazione di grado 
impari dovrà necessariamente avere una qualche radi- 
ce reale. 
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5 - 371. Co*, u. E siccome dalle poc’ anzi espres- 
se due radici immaginarie ne risulta un prodotto rea- 
le di secondo grado , della forma x' — aax-(-a’ -f-A'=:o 
si vede perciò , che : Ogni equazione composta potrà 
sempre scindersi in fattori reali , o di primo , o alinea 
di secondo grado. 




• r 
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CAPITOLO V. 

DELLE TRASFORMAZIONI DELLE EQUAZIONI, 
E DEL LORO USO 

$. 3 j3. Déf. i. Un’ equazione si dirà trasformata 
in un’ altra , se tra l’ incognita di questa e di quel- 
la corrisponda una determinata legge , o rapporto. 

5- 3;4- Con. i. Quindi la formola generale alge- 
brica per trasformare uu' equazione in cui 1’ incogni- 
ta sia x in un'altra rispetto nll'iucognita y sarà la se- 
guente 

poiché in questa si trovan le due incognite tra loro 
connesse con qualsivogliano operazioni dell' algebrico 
Algoritmo . 

5- 3-5. Coa. li. Si vede anche chiaramente, che 
determinalo il valore dell’ incognita in una equazione, 
resta anche determinato quello dell' incognita nella tra- 
sformata , dall’ esser data hi legge di tal trasforma- 
zione. 


1 II Cue de Malees francamente attribuisce al suo 
compatriota Francesco Vieta la dottrina delle trasforma- 
zioni , e di questo sentimento è stato anche il Montisela. 
Nessun di loro si è dunque incaricato degli esempj di 
trasformazioni che s' incontrano presso Cardano , il qnalc 
nella sua Ars Magna pubblicò solennemente nel 1 5 4 5 la 
maniera di liberar le equazioni del terzo grado dal loro 
secondo termine , regola ebe sin dal i54i al più tardi 
aveva dovuto esser ritrovata dal Tartaglia , senza di che 
la regola da questo data pel maneggio delle equazioni di 
terzo grado , sarebbe restata particolare , ed a pochi pro- 
blemi adattabile. 


I 
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Scolio, 

J. 3 ; 6 . Nell’ equazione a = #/* + p , supponia- 
mo la a =: i , la t — i , sicché essa riducasi all' al- 
tra * s=y p , e quindi y = x — p ; sari chiaro 

che le radici della trasformata, cioè le y siano quan- 
to quelle della proposta , cioè le x , diminuite , o ac- 
cresciute della quantità p , secondo che questa sia po- 
sitiva , o negativa. 

Che se suppongasi t di, fi — o } sicché abbia- 

jp 

si x sx »y t ed y s= , si vede che per un tal ca- 
so le radici della trasformata , cioè le y , sieno quan- 
to le radici della proposta , cioè le x , moltiplicate 

per , o sia divise per a, se tal quantità è un in- 

A 

tero , moltiplicate , se un fratto. 

Finalmente posta la i , la /la o, si avrà x =_>•', 

ed y xx \x ; e le radici della equazione trasformala 
ai troveranno essere rispettivameute quanto le radici 
del grado t di quelle della proposta , se t si suppone 
un intero , o quanto le potenze t delle radici di quel- 
T equazione , se t supponesi un fratto. 

TEOREMA. 

J. 377. Se T equazione 

x" -}- Ax Bx“ ’ 4. Cx m — 1 4. T=z o 

ri trasformi generalmente , ponendo la x = xf -{■ fi ; 
un termine qualunque della trasformata , corrispondente 
ad un altro del luogo m nella proposta , in cui il coef- 
ficiente sia K , ed II dinoti quello del termine prece- 
dente ad esso , dovrà avere la seguente forma 
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r "(«— ■)(<!— a) ■■■(>» — i»+i) fll (n— i)(n — 1 ) ... (« — m + a) v ,_ 

L i. a. i. . . . (m — i) P i. a. 3. . . . (m — a) P 

f a. 3 (m — 3) 

• • • + («-»» + *)h ?+ (■/)«—+• 

Dim. Imperocché eseguendo la trasformazione di 
sopra delta , cioè sostituendo ne' termini di quell’ e- 
quazione in lnogo della x e delle sue potenze , le ri- 
spettive della forinola «y* -f- /?, c moltiplicandole pe' coef- 
ficienti de' diversi termini , si vedrà subito , che il ter- 
h mine sopraindicato dovrà costare della somma del t eri- 

mine os della potenza n di sv* -f- j3 ; del termine m — i 
della potenza n — i di questo stesso binomio, molti- 
plicato per A ; del termine in — i della potenza n — a 
di tal binomio moltiplicato per B, e cosi successivamen- 
te , fino al secondo termine della potenza» — m-f- a, 
c poi al termine primo della potenza n — m -j- x 
di #>•* -f- (3 ; la qual forinola , come si vede , è per 
l'appuuto la di sopra espi sta. 

Scolio. 

J.3;8.Le quantità generali * , /, fi potranno es- 
ser condizionate in tal modo , da far prendere all'e- 
spressione di quel termine . qualunque di una trasfor- 
mata il valore che si vuole , o anche di farlo divenir 
zero ; il che è interi ssante per la risoluzione delle e- • 
quazioni : ed in tal caso converrà porre uguale a zero 
il termine che si vuole far svanire , ossia il suo coef- 
ficiente , non potendo supporsi che sia zero una po- 
tenza qualunque di xy‘ ; sicché non resterà , per adem- 
piere alla condizione proposta , clic a determinare la : 
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il che mostra , che per soddisfare ad essa , non è ne- 
cessario che le radici dell' equazione proposta venghi- 
no moltiplicate per una qualche quantità , nè che si 
elevino a qualche potenza , o che se n' estragga ra- 
dice ; ma che basta solo di accrescerle , o diminu ir- 
le della quantità fi , eh' è però la sola che resta a de- 
terminarsi . 

5.379. È facile anche il rilevare, che la determi- 
nazione di fi per far svanire un termine qualunque , 
dipende dallo scioglimento di un' reptazione di un grado 
dinotato dal numero, eli' esprime il luogo di tal termine 
nell'equazione minorato di 1 ; di tal che pel secondo ter- 
mine sarà quella equazione del primo grado , pel ter- 
zo del secondo , e cosi in seguito . Ed essa ascende- 
rebbe al grado stesso dell’ equazione proposta , se que- 
sta si volesse liberare dall' ultimo termine. 

5. 38 o. Or suppongasi che si voglia far svanire 
il secondo termine della trasformata generale recata di 
sopra , sarà m z= a ; e il coefficiente di tal secondo 
termine nella trasformata sarà 


— A 


nfi A =2 o , donde fi = 

il qnal valore di fi sarà negativo, se A era positivo , 
ed al contrario positivo, se A era negativo; cioè a di- 
re , che : Per svanire il secondo termine nella tra- 
s/ormala di un equazione , bisogna che C incognita di 
questa , o sia le sue radici , sieno quanto quelle della 
proposta , accresciute o minorale del coefficiente del se- 
condo termine di essa diviso pel grado dell equazione ; 
accresciute se quel secondo termine era negativo , mi- 
norate se positivo. 
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$. 38 1 . Vaglia liberarsi dal secondo termine f c- 
quazione 

** -f- 6x* -f. 4x — u — o. 

* S-38o. Pongasi x=y — i *, sarà per questo caso x= i, 

t— i , (3 = — i ; orni' è che con queste quantità , 
e co' valori delle A , B , C , ee. dell' equazione ge- 
nerale del §. 3jy , si determineranno per questo caso 
i termini della trasformata , la quale sarà 
7 * — 8y— 4=o 

le cui radici sono rispettivamente quanto quelle della 
proposta accresciute di a. 

$. 38i. Suppongasi in secondo luogo , che nell* e- 
quazione proposta , ridotto sempre il coefficiente del 

suo primo termine ad 1 , i coefficienti A, li, C T , 

o alcuni di essi solamente sieno frazionarj ; e che si 
cerchi perciò una tal trasformata , che faccia scompa- 
rire i fratti. L’ espression generale di un termine della 
* trasformata * fa a colpo d'occhio vedere, che in tal 
caso a nulla può contribuire il valore di /9 , quanti- 
tà che non entra in essi per fattore generale . E ciò 
poteva anche direttamente rilevarsi dalla natura de' ter- 

* J.334.miui di un'equazione* ; poiché si vede, che essendo 

ciascun di questi la somma semplice , o de' prodotti hi- 
narj , ternarj cc. di tutte le radici dell' equazione , 
allorché questa avesse divisori ne' coefficienti de' suoi 
termini , se ne libererebbe trasformandola in un' al- 
tra , le cui ridici fossero quante quelle della propo- 
sta , moltiplicate per una quantità divisibile per ciascun 
di que' divisori. Laonde per eseguire una tal trasfor- 
mazione , dinotando quel moltiplice per P , ed espri- 
mendo x 1’ incognita dell’ equazione proposta , ed y 
quella della trasformata, dorrà porsi Px=xy, cioè sarà 
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per questo Caso X — ~ , * si, e /3 = o ; e con la 

sostituzione di queste quantità , e de' numeri 1,3,3 

per m nell' esprcssion generale di un termine della tra- 
sformata * , che in questo caso riducesi a K (*/') “ — " + ‘ * J.377. 
si avrà ( moltiplicando in fine 1’ intera equazione pel 
divisore del suo primo termine) la trasformata cercata. 

E s ■ x r /. 


$. 383 . I.° Sia l’equazione 

*3 5 

** + -j * ' + y x + 6 =° 


In questo caso i>s=» 4 » e quindi *== — . Laon- 

2 4 

de eseguendo la trasformazione col metodo di sopra 
indicato , si avrà 1’ altra equazione libera da divisori 
/ 4 16/* -f. 43 »/’ — 864o/ — 1990656 es o 

5. 384 - 11 ° Sia pure la seguente equazione , i 
cui coefficienti sieno fratti decimali: 

x 4 -)- 0,1 5 x* -f- o,oo 3 x* -p o,ooo6x — o,ooo 5 =s o 
sarà P in questo caso uguale a 10000, eh’ é il decima- 
le di massimo grado, ed a = 0,0001 ; e la trasforma- 
ta che cercasi libera da’ fratti sarà la seguente 
/* -{- 1 5 oo / 5 ■+• 3 ooooojr* -J- 600000000/ — 5 oooooooooooo : 
5. 385 . Finalmente se 1 ’ equazione manchi di ta- 
luni termini , ed abbia negli altri 1’ incognita con e- 
sponenti suscettivi di uno stesso divisore t ; in tal caso 
T equazione proposta potrà trasformarsi in un’ altra 
n - 

del grado espresso da —, ponendo r = / 1 ; poiché in 

tal caso si avrà x* = / ; e cosi successivamente per le 
altre potenze della x. 


f 
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J, 386. I.° Si* 1’ equazione 

x 4 -J- ax* -f- b sa o 

del quarto grado mancante de' termini pari. In tal 
caso è ( = a , nc=i4) e ponendo x' ~ y , e quindi 
x* =y* , si otterrà la trasformata ■ 

/’ + qr. + i = o 

che apparisce del secondo grado , e può risolversi con 
le regole date per queste . Non pertanto la x avrà 
sempre quattro valori ; poiché determinati quelli della y 

Il * f » la — « ± V (a 1 — W 

nella trasformata, che sono/== = v e 

sostituita questa espressione della y nell'equazione x’=y, 
dal maneggio di questa si avranno Ì quattro valori della x 

compresi nella forinola x= +y r ^ 

5- 38;. II." Sia similmente l’altra equazione. 

u* + = o 

37 

Sarà in questo caso n s= 6 , r = 3 , e perciò u' = y, 
ed **=:;•’ ; e la trasformata sarà 
a* 

y + w —^j—° 

dalla quale si ha 

r — + 

• 5 3Go.e quindi * 


"= V [- -f ±v ^ Cf + fe)l x 


- ■ + V - 

— 1 — V- 
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sanano i sei valori della u nell' equazione proposta. 

E similmente si procederebbe ad operare in al- 
tri casi. 

5- 388. Dtr. Ogni equazione del grado n, che per 
mezzo della supposizione x’xsjr si può trasformare 


in un’altra del grado 


« 



si dice del grado n deriva- 


tiva dal grado . 


Cosi l'equazione del 1° Esempio è di quarto gra- 
do derivativa da] secondo ; e 1' altra del 11° Esempio 
1’ è del sesto derivativa anche dal secondo. 

$. 889. Scol. Dalle precedenti cose si rileva ma- 
nifestamente , che nel maneggio delle equazioni deri- 
vative si ricada sempre su quello delle equazioni a due 
termini. 


TEOREMA II. 

J. 390. Se r equazione 

x " 4- dx"—' + Bx—' 4- . . . -f.’ò'x 4- r=0 M 

ai trasformi in un'altra, col porre x —y ■+ /9 ; t ul- 
timo termine di tal trasformata verrà rappresentato dalla 
stessa equazione M cambiandovi la x in fi ; il penulti- 
mo si otterrà da questo , moltiplicandone ciascun termi- 
ne per [ esponente della fi eh' è in esso , il quale vi 
resterà minorato di uri unità ; f antipenultimo si otterrà 
dal penultimo , moltiplicando ciascun termine di questo 
per C esponente della (3 eh' è in esso , il quale vi resterà 
pure minorato di uri unità , e dividendo ogni termine 
per a ; e cojl pure si passerà da questo termine succes- 
sivamente a' precedenti ad esso, dividendo però per 3 , 
per 4 , . . . per n— 1 , se si tratti del termine n a 
conture dall ultimo. 
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Cioè per la trasformata sopraindicata , 1’ ultimo 
termine , il penultimo , 1' antipenultimo , ec. saranno 
rispettivamente 

fi" + Ap"—' + J 5 / 9 — + Rfi' + Si 3 + T 

m£"— 1 +(m— 1)^/3— + a/?0+ S 

m(m — 0 - (m — i)(m — a) , 

— a—’ 4- i— 'Al 3—* 4- R 

3 3 ‘ 


Dim. Ciò si rende intnitivo , col semplicemente 
determinare questi termini, per meno della loro espres- 
sione generale del $- , ove pongasi i , ( = i. 

J. 3j)i . Co», i. Se la fi di cui si suppongono 
minorate le radici dell’ equazion proposta , fosse sta- 
ta effettivamente una di queste , 1' ultimo termine della 
trasformata si troverebbe esser acro ; ed essa sarebbe 
perciò ridotta alla seguente forma 

y m + A , y m —‘ + B'y"—+. . . + S'y =o M' 

e quindi una tale equazione avrebbe il suo primo 
membro divisibile per y , ossia essa avrebbe per un 
de* valori della x il seguente y = O ; e si trovereb- 
be ridotta ad 

r-”' + A 'y +B’y - » h R’y + S' == o 

§. 393 . Con. 11 . Che se nell* equazione proposta vi 
fosse stata una seconda radice uguale a fi, cioè ebe essa 
ne avesse avute due di tal valore ; in tal caso nel- 
l'equazione 

+ A'y"' — * -f B'y ” ’ (- R’ y=z — S' 

vi avrebbe luogo per la y nn altro valore zero ; clic 
perciò distruggendosi per tal valore il primo membro 
di essa , dovrà pure essere S' = o. 

E similmente si dimostrerebbe essere anche zero 
la R' , se nell’ equazione in x vi era una terza ra- 
dice fi ; e cosi in seguito . Di tal che , se vi fossero 
in quella equazione n radici uguali ciascuna a fi , dovreb- 
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Le esser zero il co (fidente del termine m — ( n -J- 1 ) 
della trasformata. 

$. 393. Con. ni. E da’ due precedenti corollarj ti 
rileva pure facilmente , clic se 1 ' equazione M abbia 
due radici uguali , stabilendo di rincontro a’ suoi ter- 
mini una qualunque progressione aritmetica , tal che 

a -f- mi, a ( m — 1 ) b , a -f- (m — 3 )b a -\-b, a 

e moltiplicando ciascun di quelli pel corrispondente in 
questa , il prodotto debba esser zero. 

Imperocché eseguendo il prodotto indicato , e se- 
parandolo in due linee, delle quali una contenga tutti 
i prodotti per a, l’altra quelli per mi , (m— i)b, ec. 
si troverà esser la prima linea rappresentata da 
a [x“ +Ax m ~ ' +Bx m — * . . . . -f Sx -(- T] 
cioè da di', ove ^rappresenti l’ultimo termine della 
trasformata , quando per la x si ponga j 3 ; e quindi 
essa sarà zero al pari di a T" . E similmente la se- 
conda linea sarà dinotati da 

bx [mi* — * -f. (m — 1) Ax m * -f-(m — 3} Bx m — -J-J] 

cioè da bx X S' , ove S' rappresenti il penultimo ter- 
mine della trasformata , quando per li r si ponga /S ; 
che perciò tal sccumla tinca sarà anche zero al pari 
di bx X •S* . E quindi il prodotto proposto sarà zero. 


♦a#* 
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CAPITOLO VI. 

SOLUZIONE GENERALE DELLE EQUAZIONI 
AFFETTE DI TERZO GRADO. 

J. 3g4- La forma generale che -possiam dare ad 
un# equazione di terzo grado è la seguente 
*' + p* + q=o 

poiché se essa sia fornita del secondo termine , può 
”J.38i. sempre a questa forma ridursi. * 

Si ponga la ! = e con tal supposizione 

si trasformi quella equazione nell'altra 

“ 5 + z> + ( 3 uz -f - p) (u -f * ) f a o 
E siccome la x si è sapposta dirisa arbitrariamente 
in u-f-z, potrà perciò introdursi in questa equazio- 
ne ottenuta a due indeterminate una condizione qua- 
lunque , donde 1 ’ una di queste resti dall' altra deter- 
minata. Suppongasi perciò essere 

u 5 z’ - 4 - f = o 
dal che si rileverà essere anche 

( 3uz -f-p) ( u -f- z ) = o , cioè 3 uz p — o 

non potendo divenir mai zero 1 ’ altro fattore « + * 
che pareggia x ; altrimenti nell' equazione proposta da 
principio si troverebbe essere x=o. 

E da questa equazione 3 uz p = o presane l' e- 

spressione di z . eh’ è , si sostituisca nell’ altra 

3u 

u> + + 1 — ° > 1 » quale convenevolmente ridotta , 

diverrà 

u‘ -4- au’ — P- =z o 

a 7 

ed i valori della u saranno quelli esibiti nel J. 387 , 
cioè 
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f+$»=**=ì 

e da questi per mezzo dell’ equazione s = — si 
rileveranno per z i seguenti valori 


P 

i 


Vl ’ + Cr * ,)] 

Per lo thè essendosi supposto x = u -f- z , sarà 

(£-£>] 

I quali valori della x sebbene apparisean sei di 
numero, a causa del doppio segno di ^ ^ | -J- ^ ; 
pure sia omc ciascun di essi valori è identico al suo 
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-=V[- 

r =V[. 

W[- 

,=V[- 

vt- 


corrispondente , e solamente vi si trova scambiato ii 
sito de' termini ; perciò tali valori non saranno effet- 
tivamente che i tre seguenti •, 


•J.3 7 


:/j » 

Da ciò si vede non pertanto , che la risoluzione 
di un’ equazione del terzo grado , dipenda da quella 
di un' altra di sesto grado, che dicesi perciò la ridotta , 
o 1 ’ ausiliario di quella di terzo ; inconveniente che 
non aveva luogo per una di quelle di secondo grado, 
la cui risoluzione era affatto propria ad esse. 

$.3g5. Scol. i. Esaminando le espressioni algebri- 
che delle radici dell’ equazione di terzo grado , si ve- 
drà chiaramente , che quando sia quantità positiva, 

o pur che essendo negativa sia , cioè p ^ 

cioè di q ^ , in tal caso la prima radice dell'e- 
quazione risulterà reale , e le altre due saranno im- 
maginarie . Ma se al contrario , essendo negativo il p, 

# n J fl* ... 

sìa ; la prima radice apparirà immagina- 

ria , e sotto tal forma si presenteranno anche le due 
i altre; il che è manifestamente impossibile *. In que- 
sto caso , al contrario , esse tre radici sono reali . Di 
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fatti la prima radice si rileva esser tale dal §. a ■ i ; 
e per le altre due , dinotando lo sviluppo del primo 
termine della prima radice per A + B \J — i , e quin- 
di quello del secondo termine per A — B V — i > si 
vede che esse sieno espresse da 

x - l + v . r? 

+ ( X -aV-,)x — - v - 8 
»=(.<+W— )x ~*~/~ 3 
+ ( X -W-.)x -'+ V - i 

le quali intuitivamente , o pur eseguendo le moltipli- 
cazioni indicate , si rileverà essere espressioni reali. 

Scolio i. 

5 - 3 ;)G. U11 tal caso in cui le radici , sebbene ef- 
fettivamente reali , compariscono in forma immagina- 
ria , nè sono riducibili a quantità’ reali che per mez- 
zo dello sviluppo del binomio , e quindi per ap- 
prossimazione , viene ordinariamente conosciuto coi 
nome di caso irriilucibile : e poiché questo difetto di 
corrispondenza Ira la natura delle radici dell' equazio- 
ni cubiche in questo caso, e la forma in cui si preseti- • 
tano , non può risultar da altro, che dal metodo im- 
piegato in rinvenirle ; è necessario perciò , che qui 
almeno si mostri donde ciò abbia origine. 

5. 3 97. Sia dunque l'equazione 
x 1 + 0 — o r — q =: o 

con 1' ultimo termine negativo , ed a radici reali : è 
chiaro primieramente , dall" ordinamento de' segni de 'suoi 
termini , che dehbanvi essere due radici negative , ed 
una positiva *. Sieno le due prime espresse da — », — / 3 ,’ $. 34 o. 
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* 5-334- e 1' »llf* da -f-y; dovrà essere y = * /9 * , e di 


più ciascuna di tali quantità minore 


di a -y- . Im- 


perocché se nella proposta equazione pongasi x = o , 
si otterrà il risultameuto negativo — q ; e ponendo 


= 2 \T-T. ; il risultamenlo — ? sarà positi- 


vo , a cagione di ~ < - - ; ond' è che la radice posi- 

*J 34g.tiva 7 dovrà essere > o , e < * . Al contrario 

se 1 ' ultimo termine dell' equazione proposta fosse sta- 
to positivo, nna tale equazione avrebbe due radici po- 
sitive ed una negativa, e sarà sempre 7 = a+/9 , 

e y < 2 V r -^- • 

Ciò posto osservisi , che per risolvere l’ equazio- 
’5-3g4. ne proposta si è fatto x — u - 4 - * , dalla quale c- 


quazionc si ha u' — xu -(- j- = o , donde si ricava 


u =— espressione che diventa im- 

maginaria nel caso di x’ ^ * cioè di x < a\/" ~ ^ 


come appunto avviene nel caso irriducibile. Adunque 
in tal caso il metodo adottato per lo risolvimento delle 
equazioni cubiche , eh' è fondato sulla supposizione 


di x = u 4- — , c quello che ci conduce necessariamen- 
Su * 

le a forme immaginarie per le radici . Ma non essen- 
do riuscito finora agli aualisti il poter fare altrimen- 
ti nel risolvere queste equazioni , bisogna contentarsi 
di una tale imperfezione , la tjuale in Gne niente de- 
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roga all' esattezza de' risultamene ne' rasi particolari ; 
poiché per ottenere il valore in essi , bisogna sempre 
ricorrere alle approssimazioni . Sicché converrà tene- 
re il caso irriducibile nell’ Algebra al pari del difetto 
della quadratura esatta del cerchio nella Geometria . 
Ha però questa il vantaggio sull’ Algebra , che in essa 
un tal caso pe’ problemi di terzo grado non ha luo- 
go ; non essendovi bisogno per la determinazione delle 
radici di un’ equazione , che cada in tal caso , di pri- 
ma risolverla, potendo senza ciò fare costruirla ; il 
che lo vedremo in altro luogo a proposito . 

Scolio n. 

$. 3g8. Nel risolvimento delle equazioni di terzo 
grado , come in altre ricerche sulla natura delle equa- 
zioni , abbiamo preferiti que' metodi che ci sono sembra- 
ti più naturali , e che conteneano in loro quello spirito 
di ricerca , che non dee mai scompagnarsi dalle ana- 
litiche considerazioni , trascurando perciò molti me- 
todi di modernissimi analisti , che di tali qualità ci 
sono sembrali sfornili, e che nel loro andamento non 
mancano di una certa durezza , dal che ne resta non 
poco diminuito il pregio di essi. 

E s e m r s ■ 

S. 3oo. I.° /lisolccre f equazione 
jc' 4- 6x — 4 = o 

Paragonandola con 1’ equazione generale* si ha q=z — 4i* 

p j (j , donde si vede che debba essa avere una 

radice reale . e due immaginarie ; e tali radici si otter- 
ranno col sostituire i suddetti valori di p , q nelle for- 
niole generali recate per esse nel J- 3 94 i e sl ^ lUe 
radici risulteranno le seguenti 


s 3 94- 
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* = 4 . a V3) +/’(* — 9 V3) 

,=/( a+ w 3 )x " » +y — 3 
+ ^-W3)x 3i~Vr 3 
x=ì/(.- f - a V3)x~ l - V - 3 

r +^( a - a y 3 ) x - , + v - 3 

j. 4oo. II.° Sia ora *’ — 6x — 4 = 0 1' equa- 
zione proposta; si avrà p— — 6, q ^ — 4 > e quiu- 

di y == V — 4 = a V — 1 i che perciò 

la proposta equazione cadrà nel caso irriducibile , t le 
sue radici verranno espresse da 

» > 

*—v(^+* y j— *)+v ( a — » V— «) 
x=v^( a+ aV-ox ~ , ' 4j a v '~ ' 

+y( a — a V-,)x - ¥ - v — 3 

x = y( a + a V-0x ~ , ~ V ~ i 

+V ' s ( a _ a y-.)x=iii^- 

J. 4oi. Ed il fin qui esposto in questo Capitolo, 
può aversi come sufficiente sviluppo dell’ argomento clic 
in eso si è trattato. 
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CAPITOLO VII. 

SOLUZIONE GENERALE DELLE EQUAZIONI 
AFFETTE DEL QUARTO GRADO. 

$. 4o». Sia l'equazione generale di quarto grado 
x 4 4- px' -}- </x -f- r = o 
che supporremo mancante del secondo termine. 

E poiché ogni equazione del grado in può scin- 
dersi in fattori reali di due dimeusioni * ; potrà però‘J ; 37». 
supponi la proposta risultare dal prodotto delle due 
seguenti di secondo grado. 

x' 4- ®r 4* b — 0 

x' — ax 4- c =a o 

nelle quali si sono supposti ideutici, e di seguo con- 
trario i coefficienti de’ secondi termini , perchè tali deb- 
bono essere , quando il loro prodotto dee risultar*, co- 
me l' è , privo del secondo termine , di cui il coeffi- 
ciente , coni 1 è già noto dal J. 334 1 dee esser la som- 
ma di quelli de’ secondi termini de’ due fattori , cioè 
quanto 4- « — a- 

Si esegua la moltiplicazione di questi fattori , e 
si otterrà il prodotto 

x 4 4- (b 4- c — 0 ’) jt* - 4- (ae — ab) x 4- bc = o 
che dovendo essere identico all' equazione proposta , 
dovranno perciò aver luogo le seguenti equazioni tra 
i coefficienti de' termini stessi dell' una e dell' altra , 
b + c — a’ = p , ac — ab = q , bc=r 
nelle quali tre equazioni , prendendo per indetermi- 
nate le a ,b , c, si avrà, dalla prima e seconda di esse, 


p4.a-4.-l P + *' ~ 



ìS 
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quali valori di c , b sostituiti nella terza , daranno 
la seguente eliminata in a 

fr+O’-f-* 

o pure , moltiplicando per a* ; ed ordinando i termi- 
ni per rapporto ad a , 

a* -f- a pa* -f- (p' — 4 r ) — ij' 1 =o 

la quale, come si vede, è del sesto grado derivativa dal 
terzo ; che perciò , ponendo a' t=y , sarà a* =>/’ , 
id s 1 sj 1 : ed essa si trasformerà nell’ altra 

y* + W + 0»* — 40^ —q'=o 

che dovrà avere necessariamente una radice reale pc- 
‘§. 35o.sitiva , poiché i negativo l' ultimo suo termine. * 

Esprimasi tal radice per 4*’ > clic perciò sarà 
suiijc questo valore di a sostituito nelle espressioni 
di sopra ottenute per b , e , indi convenevolmente ri- 
dotte con questi valori , le due equazioni che da prin- 
cipio si sono supposte i fattori dell’ equazione propo- 
sta di quarto grado , e poi risolvendole , daranno 

V( + 9» — V>*' — 4» 4 ) 


= — * +• 


V( + ?*— *p*'— 4**) 


* = + * + 


x = -J- » — 


V( — ?» — a/'»’ — 4* 4 ) 

IX 

V( —qx-^px’ — 4**) 


che sono le quattro radici dell' equazione proposta. 

J-4o3. L’ equazione j'-f- ipy'+ (j>‘ — 4 r)y — q’as.° 
alla quale si è qui sopra pervenuto , e pel cui mezzo 
resta risoluta l'equazione di quarto grado proposta , 
dicesi ausiliaria del quarto grado. 
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Scolio i. 

J. 4°4- Nella ricerca precedentemente fatta , per 
trovar la forma delle radici di un' equazione di quar- 
to grado, ci siamo valuti di una sola radice dell' equa- 
zione ausiliaria di terzo grado , nella quale si è rica- 
duto ; conviene ora , per compiere questo argomen- 
to , dimostrare , che agli stessi risultamenti saremmo 
giunti adoperandovi qualunque delle altre due radici, 
e qualunque sia la natura di queste. 

Di fatti supponiamole espresse 1’ una da 4/®* > e 
l’ altra da 4 y’ j dovrà essere * *J. 334- 

— i p = 4 *’ + 4/9* + 4y* 

9 * = 4 »* x 4 / 3 * x 4r'» 

e quindi q ss 4* X a fi X = 8»/3y 

i quali valori di ap e di q sostituiti nella prima espres- 
sione della x, daranno 

. V( 8 »'^ + 4 * 4 + 4*’(9’ + 4*’r — 4* 4 ) 

x = — « -J — 

MS 

r- a - , »»V(»0y + jS* + y*) 
a» 

ss — « + 0 + Y 

E facendo la stessa sostituzione negli altri valori della x, 
ed eseguendo finalmente le riduzioni , essi si troveran- 
no essere rispettivamente i seguenti 

• x = — « — /9 — y 

*=» s+/9_y 

x= » + Y — (3 

5 . 4°5. Or se dal principio si fosse posto a=afi, 
o pure = ay > C0D 1 ° stesso progresso di operazioni , 
che si à fatto , dalla supposizione di a = a* fino al 
termine del 5 - 4 °a, si sarebbero trovati pe' valori della 
- x le stesse espressioni di poc’ anzi. Adunque è chiaro 
che per ottenerli basti prendere per la y nell' equa- 
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zione ausiliaria una qualunque radice, e quindi la pri- 
ma che si ofTrc , come la più semplice. 

J. 4 06. Deesi inoltra osservare , che sebbene per 
una radice 4*’ dell' equazione ausiliaria vi corrispon- 
dano due valori per 1' a , come si ha dall’ equazione 
o’ —y , l’ uno positivo , l’ altro negativo : pure basterà 
prendere 1' un di essi ad arbitrio ; poiché i valori di 
b , c , non verrebbero che a permutarsi ; e le due e- 
quazioni che si pongono per fattori della proposta non 
resterebbero che permutate . 

S c 0 L t o il. 

$. 407. Non resta finalmente, che a considerare , di 
qual natura debbano, ne' casi diversi, risultare le radi- 
ci dell’ equazione di quarto grado che si vuol risolve- 
re. Ed essendo chiaro , che la natura di tali radici 
sia immediatamente connessa con quella delle radici 
dell’ ausiliaria , che può a verle o tutte tre reali , o una 
reale e due immaginarie ; bisogna però particolarmen- 
te esaminare queste due supposizioni. 

Sian dunque primieramente reali tutte tre le ra- 
dici dell' equazione ausiliaria , c di più positive , nel 
’ 5 336. qual caso debbonsi alternare i segni di essa * , e quin- 
di esser negativa la p , e p' > 4r ; in tal caso dall’ in- 
- (sezione de' quattro valori della x recati in fine del 
J. 4° 2 si vedrà , eli' essi risultino tutti quattro reali. 

Che se continuando ad esser reali le radici dell’ e- 
quazione ausiliaria , taluna di esse si supponga nega- 
tiva , il che non può aver luogo , a meno che non 
ve ne sia anche un' altra negativa , e la rimanente po- 
sitiva ; poiché altrimenti il quarto termine — q' dell' e- 
quazione non potrebbe essere alletto dal segno — , co- 
* $ 335. uie 1 é * : in tal caso, dalla semplice inspezione de'qual- 
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tro valori della x , ai rileverà esser tutti quattro ira- 
ma ginarj. 

Inoltre tieno impaginarle due radici >1 eli’ aiisilia- 
ria , cioè quelle espresse da 4/3“ , 4?' , e quindi esse 
rappresentinsi per 4 ( A* — B* -f- aAB \J — i ) , e 
4(A’ — B’ — aAB V — i ), tale dovendo essere la for- 
ma di due fattori immaginar) quadratici che danno un 
prodotto reale * ; sarà > 

/3 = A -f B V— t , y=»A — B V— >, 

e quindi i precedenti quattro valori della x prende- 
ranno la seguente forma , 

x — — » -}- a A 
x = — a. — a A 
is+a-l-aB V — i 
x c=s -j- * — a B V — i 

cioè due saranno reali, e due immaginar). 

S 4°8. I seguenti esemp) potranno servire di e- 
sercizio, pel maneggio delle equazioui di quarto gra- 
do , e di rischiaramento alle considerazioni de' due pre- 
cedenti Scoi). 


E s b m r j. 

§■ 4°9- 1° L' equazione proposta sia 
— a5x* -f Box — 36 = o 

che paragonata con la generale, dà p <=> — a 5 , q c= Co , 
r— — 3(5 , ond’ è che 1' ausiliaria sarà 

/* — 5o/* 769 / — 36oo — » 

clic ha le tre radici reali , cioè/ ss 9 ,/ = 16 ,/ ss » 5 . 

Sarà dunque * ss — , /3 ss a , y — — : e perciò la x 
a a 

dell' equazione proposta avrà i seguenti valori 


J.i45. 
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x = — * + y + /3 = 3 

x = — * — y — /3 = — 6 
x = + *-fy — 0= a 

* = +* + / 9 — i 
che sono tutti quattro reali. 

5. 4 io. 11 ° Sia ora proposta a risolvere r equazione 
x 4 ■+• 3 ** — 6x -f- 101=0 
1' ausiliari» sarà in questo raso 

y' + 6 /‘ — 3 i,y — 36 =o 

eh* ha per radici 4 , — 1 , — 9 , cioè due negative, 
ed una positiva: da esse si ha «= 1 , 0n=— V — >» 
3 

y — — V — I } » quindi i valori della x diverranno 

x = — 1 + 1 V — 1 
x = — 1 — a V — * 

X B + I + V 1 

X= + 1 — V — I 

cioè tutti quattro immaginarj. 

J. 4 1 1 . Ili" L' equazione da risolversi sia 
x 4 — 11’ -f* !6 x — i 5 = o 
che dà per ausiliari» 

/> — 4/* -J- 64 / — a 5 G = o 

le cui radici sono 4> ® V ” 1 , — 8\/ — I, donde si ha 

* = 1 , 4(A’ — B’ + aABV — t ) = »V— 1 

c quiudi 

4 (A* -B‘) = o, ed 8ABV — i = 8 V — 1 
e perciò A = B = 1 . Ed i quattro valori della x saranno 
x — — «-J-aA=-J-i 
x =: — 9 - — aA= — 3 

n= + »+aBV-i = l+lV-> 
x = + * — aB V — 1 = 1 — a V — 1 

de’ quali due sono reali , e due altri immaginarj. 
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CAPITOLO Vili. 

CONTINUAZIONE DELLO STESSO ARGOMENTO 
DEL CAPITOLO PRECEDENTE. 

J. 4 1 a. Tra i metodi diversi inventati dagli ana- 
listi pel maneggio delle equazioni di quarto grado , 
due principalmente meritano la preferenza per la sem- 
plicilà del loro andamento elementare. L'uno è quello 
già esposto , che appartiensi al Cartesio , e che , co- 
me ben si vede , è fondato sullo scindimento dell’ li- 
quazione proposta in due di secondo grado a coeffi- 
cienti indeterminati , i quali restan poi determinati 
per mezzo del paragone de’ termini analoghi dell’ e- 
quazion proposta e del prodotto de' due suoi fattori 
assunti. È vero che il Cartesio nella sua maniera di 
esporlo da principio suppone, che i fattori dell' equa- 
zion proposta fossero della forma 

se* -f- ax -J- — -L =a» o 

a a aa 

— ax -p. JL = o 

a a aa 

tali quali essi risultano dal sostituire in quelli da noi 
assunti i valori di b , e di c di sopra ritrovati : ma c 
naturale il credere , eh' egli sia ad essi pervenato , ser- 
vendosi dello stesso procedimento da noi sopra te- 
nuto , che credè conveniente sopprimere ; e cosi han 
pur pensato lo Scoothen , nel suo Contentano alla 
Geometria del Cartesio , e lTIuddcn nella lettera da lui 
scritta allo Scoothen iutorno alla Riduzione delle e- 
tj unzioni. 

$. 4 1 3. L'altro metodo è quello di Luigi Fer- 
rari contemporaneo e discepolo del Cardano, ed il pri- 
mo che ritrovò la regola generale per la risoluzione 
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delle equazioni di quarto grado ; e questo consiste, nel 
divider l’ equazione proposta in due membri , ed in 
trovare poi tal quantità , che aggiunta ad entrambi , 
si possa estrarre da ciascun di essi la radice quadra- 
ta ; ond’ è che quella equazione resti per tal modo 
abbassata al secondo grado. 

5. 4*4- Questo metodo ingegnosissimo, che pro- 
cede analogamente alla maniera semplice e naturale di 
risolvere le equazioni del secondo grado , merita ben 
per questa ragione la preferenza su tutti gli altri , che 
ne sono stati inventati , tra i quali distinguonsi quel- 
li degli illustri analisti del passato secolo , il Tschir- 
naus , 1' Eulero ed il Bezout ; ed anche su quello che 
prima di questi diede il Cartesio , e che non so- 
lamente la cede al metodo del Ferrari in semplicità , 
ma che 1' c ancora meuo diretto. 

$. 4>5. Intanto noi , seguendo la maggior parte 
degli autori moderni , abbiamo data in questi Ele- 
menti la preferenza al metodo Cartesiano , per la ra- 
gione , eh’ esso procede in un modo piu conforme alla 
natura delle equazioni ; ed or crediamo che sarebbe 
cosa assai sconvenevole ad un Italiano, che tratti que- 
sto argomento , il tralasciar di recare anche il meto- 
do sopraindicato del Ferrari ; che perciò passeremo 
ad esporlo con quella brevità che si conviene. 

5. .} 16. Sia di nuovo l'equazione del quarto grado 
x* -f- px' -f- qx -f- r = o 

clic , come fece il Ferrari , supporremo maucaulc del 
secondo termine. 

Si passiuo nel secondo membro tulli i termini di 
essa , eccetto il primo, sicché si abbia 
x* = — - px' — qx — r 

ed in seguito a ciascun de' membri si aggiunga la stes- 
sa quantità lyx' y' , si avrà 
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3r*4-a>x*+7* = (zy — p)x‘— qx +y — r M 
equazione nella quale il primo membro è evidente- 
mente il quadrato di x' +_>”) di tal che , secondo il 
di sopra indicato , non resterà a far altro , clic ren- 
dere anche un quadrato il secondo membro. 

Per ottener ciò bisogna, coni' è noto *, che il qua-* $ i33. 
drato della metà del coefficiente del secondo termi- 
ne — q x , sia uguale al prodotto de' coefficienti de’ due 
altri , il che dà luogo alla seguente equazione di con- 
dizione 

J=(v-P) (jr’-r) N 

donde si ha l' equazione cubica 

eh' è 1’ ausiliaria di terzo grado pel presente metodo. 

Suppongasi essa risoluta , c già noto un valore 
della y, che si esprima per k. Ciò posto , pongasi nel- 

•ir fl* 

I* equazione M , invece di y' — r, il fratto _ ■ ^ 

che si ha dall’equazione di condizione N ; ed indi vi 
si sostituisca k per y. Si avrà , fatte le convenevoli 
riduzioni la seguente altra equazione 

(** + *>’ = (aA ~ p) (*“ ,(zà ? =7)) 
e quindi , estraendo la radice quadrata da amliedue i 
membri , si avrà 

x' + k = ± (*-■ V(«* ~P) 

equazione nella quale 1’ incognita x non è più che al 
secondo grado. 

Pongasi, per maggior semplicità V (»* — p') — ' t j 
avrassi 

x'+.Ax + k±^- = o 
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die risolata darà 

*=±J± V(^’ + ^-4k) 

2 

o pure , riponendovi per A il suo valore , 

x = ±\/ ( »*-/>) ± V (- -p + ^j~)) 

a 

la quale equazione darà ad un tratto le quattro radi- 
ci della proposta, prendendo successivamente i due ra- 
dicali quadratici in -+• ed in — , come conviensi. 

J. Non è necessario il ritornar qui nell'im- 

pegno di dimostrare , che le altre radici dell'equazio- 
ne ausiliari.! ci condurrebbero assolutamente a valori 
della x identici ai quattro gii ritrovati, che verrebbe- 
ro perciò ognuno ad esser ripetuto tre volte, ritrovan- 
dosi ciò dimostrato precedentemente ne'JJ.4o4 e 4°5- 
J. 4 >8 Avvertiremo solamente, che questo me- 
todo non esige di assoluta necessità , che l’equazione 
su cui si opera sia priva del secondo termine , poten- 
do ugualmente applicarsi ad equazioni che lo abbia- 
no; se non che riesce più agevole il calcolo nel pri- 
mo caso , e d'altronde l'operazione di liberare un'e- 
quazione da quel termine l' è assai ovvia , e facile. 

$. 4'9- Inoltre è anche da osservarsi , che per 
meno del metodo tenuto dal Ferrari si perviene alle 
seguenti equazioni in ari 

I x' — Ax + k -4- -2- = o 

^ 2 A 

II x>' + Ax -+- k 2- = o 

2 A 

che sono fattori della proposta. Ed è da «edere , che 
da ciò fosse stato anche guidato il Cartesio alla sco- 
perta del suo metodo , essendo già sicuro , che un' e- 
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quazionc del quarto grado polca scinderai in due fat- 
tori razionali del fecondo , senza di che forse avreb- 
be esitato sulla snpposizioue che doveva lare . 

$. 4'so. Dalle precedenti due equazioni sarà faci- 
le anche rilevare , perchè 1’ ausiliaria delle equazio- 
ni di quarto grado debba essere necessariamente del 
terzo grado . Sieno di fatti a , b , c , d , le quattro 
radici della proposta ; bisognerà che due di queste ra- 
dici appartengano all' una di quelle equazioni , e le 
rimanenti due all' altra . Sieno a , b quelle appartenen- 
ti alla prima ; e c , d le appartenenti alla seconda. 

Dovrà essere , per la natura delle equazioni , 

a + b = + A , ab=k+- 2- 

c + d<= — A , cd=k L 

a A 

donde si ottiene 

A a b — c — d 
a 

, ab c d 

ri SS ' - 

a 

E siccome delle quattre lettere a, b , e , ri si pos- 
sono fare sei combinazioni binarie , c queste prese a 
due a due danno luogo a tre coppie , clic contengo- 
no ognuna tutte e quattro quelle lettere , cosi k po- 
trà avere tre sole espressioni diverse , che saranno le 
seguenti 

a b -f- c d 
a 

a c b d 

à 

n d 4- c b 
a 


i 
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Quindi l' equazione dalla quale dovrà ricavarti il 
valore della y dovrà esser tale , da dar per questa tre 
valori ; e però del terzo grado. 

SCOLIO GENERALE. 

5- 4ai. Ed ecco fino a qual termine 1’ Analisi Al- 
gebrica possiede metodi generali pel maneggio delle e- 
quazioui , e nè meno interamente scevri in talun casi 
da difètti, dipendenti dal metodo stesso che si adopra. 
Pel rimanente , cioè per le equazioni superiori al quar- 
to grado , a nulla han conferito gli sforzi degli anali- 
sti , ma il voler qui rapportare , anche in abbozzo, i 
principali loro tentativi, sarebbe cosa aliena affatto dal 
nostro scopo : che perciò a questo segno termineremo 
la dottrina del maneggio delle equazioni , riserbando- 
ci ad esporre nel Libro seguente i metodi particolari, 
e di approssimazione , a' quali gli analisti hanno avuto 
ricorso , in mancanza di metodi generali , ed esatti . 


-«-aaa 
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LIBRO IV. 

METODI PARTICOLARI , E DI APPROSSIMA- 
ZIONE , PER LO SCIOGLIMENTO DELLE E- 
QU AZIONI NUMERICHE ; ED ALTRE RICER- 
CHE RELATIVE A QUESTO ARGOMENTO. 

INTRODUZIONE 

$. \ii. Data un'equazione numerica , senza alcuna 
preventiva nozione della grandezza , o della specie delle 
radici ; trovare il valore numerico , esalto i' è possibi- 
le , o abneno tanto approssimante quanto si vorrà di 
ciascuna di esse radici : ecco , come ben dice >1 La- 
grange , 1' oggetto della teorica generale delle equazio- 
ni numeriche 1 . 

Or questa teorica, che per la sua importanza , di 
cui ben altra volta si è da noi detto * , avrebbe dovu- 
to acquistare il massimo grado di perfezione , anche in 
riguardo a’ rapidi progressi , eh 'essa fece in mano de' pri- 
mi coltivatori dell' Analisi moderna , ed all’ impegno 

1 Traittf de la R/iulution del /quattoni numértqucs . 

* Introd. al lib. prec. 
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con cui K ne sono occupati coloro che tono venati 
dopo ; purtuttavi» tenti «forzi riuniti , e di tanti valen- 
tuomini, non tono bastati a farla progredire quanto ti 
conveniva. La natura delle equazioni , la loro trasfor- 
mazione , le condizioni necessarie per rendere ugurli 
alcune loro radici , o per ridurle ad avere un dato rap- 
porto , la maniera di trovar queste radici , la forma 
delle radici immaginarie , il metodo per trovare il va- 
lore di quelle che sebbene reali si presentano in forma 
immaginaria ; e tante altee cose di simil fatta , sono 
state profondamente trattate a diverse riprese da' più va- 
lenti analisti moderni . Si è anche cercato di scoprire 
le regole generali, da conoscere se tutte le radici di un' 
equazione sieno reali o no ; ed essendo reali , si è giun- 
to a sapere quante di esse sieno positive , quante ne- 
gative ; ma resta tuttavia ignoto , e forse il sarà sem- 
pre , la regola generale per conoscere il numero delle 
radici immaginarie nelle equazioni che debbano conte- 
nerne , come pare è ignoto il numero delle reali posi- 
tive e delle negative ; quando queste si trovino ad im- 
maginarie frammiste . Non si ha pure una regola ge- 
nerale per conoscere se una equazione proposta conten- 
ga radici reali o no , a meno de' casi eh' essa sia im- 
pari di gTado , o pure abbia 1’ ultimo termine negati- 
vo . E la maggior parte di tutte le suddette cose tro- 
vami già esposte , per quanto conveniva ad una sem- 
plice istituzione , nel Libro precedente. 

Alle imperfezioni poc' anzi dette , in un argomen- 
to principalissimo, cd il più importante della moderna 
Analisi, aggiungasi la mancanza di metodi generali, per 
lo scioglimento delle equazioni di grado superiore al 
quarto , e la grandissima difficoltà , per non dire im- 
possibilità , di ottenerne. 

In questo stato di cose , gli Analisti moderni , 
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lenza perder di mira il loro oggetto , eh' era il dare 
una risoluzione de' problemi a' quali l'equazione data 
corrisponde , o sia donde è risultata, hanno tentata l'al- 
tra ria de' metodi particolari , e di quelli di approssi- 
mazione. Ed é perciò, che degli uni e degli altri pas- 
seremo a trattate nel presente Libro. 

Ed in quanto a' metodi particolari , essi , come si 
vedrà , specialmente consistono in ricercare la natura, 
e certe relazioni delle radici di talune equazioni , dalle 
quali derivi la possibilità dell' abbassamento di essa , o 
scindendola in fattori , o trasformandola convenevolmen- 
te . E noi già del primo di questi casi abbiamo vedu- 
to precedentemente qualche esempio , cioè nel $. i 6 .{. 
ove se l’ espressione proposta 

x* — aax* aa’x’ — b'x' — aa’x -f- a* 
avesse rappresentata un’ equazione ridotta a zero , essa 
per mezzo di quella operazione si sarebbe scissa ne' due 
fattori di secondo grado 

x’ — (a ■+■ c) x -J- a* = o 
x' — (a — e) x 4 - a’ = o 
ove c = V (<*" + b'). 

E più generalmente ciò si vide nel maneggio del- 
le equazioni di quarto grado col metodo Cartesiano J 4 01 - 

Quello che dobbiamo solamente qui avvertire si 
è , che siccome nel grandissimo numero di ricerche 
fatte sugli argomenti sopraddetti molte ve n' ha, che so- 
no restate come vani tentativi 1 , cosi noi ci limitcre- 

1 In comprova di ciò può bastare quello che al pro- 
posito dice il Lagrange, nel suo più volte citato Traili de 
la Rétotution de i équations numeri quei. Ed ecco co- 
in egli si esprime » Depuis la premiere édition de cel 
» ouvrage ( la quale ebbe luogo nel 179® ) ^ a paru dir- 
li ferentes methodes pour la résolution des équalions nu- 
li mcriques , mais la solution rigoureuse du prolleme doni 
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mo qui a sceglier solamente quelle , clic per la loro 
perfezione , c pel carattere elementare che hanno, ci sono 
sembrate più adatte al nostro scopo- Ed avremo ab- 
bastanza fatto per utile de’ giovaui , se oltre all’ aver 
adempito all' oggetto sopraindicato , essi troveranno in 
questo libro elementare tanto , che possa senza difficol- 
tà guidarli nello studio di ciò, che in tale argomen- 
to è stato operato da sommi analisti , e principalmen- 
te dall’ illustre Lagrange , nella sua profonda opera più 
volte citala. 




a il s'agit est résté au mémc point oh je l’avais portée, ec. 
E noi facendo eco a quello che quest' illustre analista di- 
cea nel 1808 , possiamo soggiugnerc , che da una tale e- 
poca in poi , questo ramo di Analisi ha fatto anche me- 
no progressi che nell'Intervallo tra il 1798 e 1 1 808. Sic- 
ché possiamo francamente dire , che non pure i metodi 
generali pel risolvimento delle equazioni numeriche sien 
dovuti ad italiani ; ma che il compimento delle altre ri- 
cerche intorno alla soluzione generale delle equazioni, sia 
pur dovuto ad uno de’ più grandi uomini , che ha illustra- 
ta la nostra Italia negli ultimi tempi. 
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CAPITOLO I. 

DELIE RADICI COMMENSURABILI , E QUINDI 
DE' FATTORI SEMPLICI DELLE EQUAZIONI. 

5- 4*3- Def. Per radice commenturabile di un’ e- 
quazionc s’ intende quello tra* fattori dell' ultimo ter- 
mine della medesima , che soddisfa ad nna tale equazio- 
ne , doè , che sostituito in luogo dell’ incognita , di 
per risultamento zero. 

j. 4 a 4- La ricerca di queste radici in un' equa- 
zione che ne abbia è utilissima , non solamente )>er 
farci almeno conoscere alcune radici di essa , nel caso 
che non tutte sieno di tal natura ; ma potrà ancora 
in alcuni altri casi nn’ equazione , che pd suo grado 
sembrava insuscettiva di generai soluzione , e compiu- 
ta , abbassarsi in modo , che poi con metodi gene- 
rali si possano ottener anche tutte le altre sue ra- 
dici . E tal ricerca è fondata sul sapersi , che l' ulti- 
mo termine di un' equazione sia il prodotto di tutte 
le radici della medesima* , e sul seguente ’ § 335. 

TEOREMA 


S-4a5. Un equazione che abbia luti' i tuoi termini in- 
teri , e per coefficiente del primo C unità , non può a- 
ver mai per radice una frazione razionale . 


Sia 1’ equazione 

x~ -f Px — ‘ -f <?x ~— + + Tx + ^=o A 

nella quale le quantità P , Q , .... T , V sieno nu- 


meri interi : e s’ è possibile il fratto irriducibile — sia 


una radice di essa ; si avrà , sostituendolo per la x in 
quell' equazione 

16 
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F + /> z=r + <? i^ r * + 


+ r T +r* 


e quindi 



ponendo il numeratore del secondo membro , eh’ é un 
numero intero = M\e quindi risulterebbe un tal numero 


intero M= — , eh' è un fratto irriducibile , del pari 


che si era supposto esserlo — . Adunque ec. 


J. 4 * 6 - Ciò premesso passiamo ora a risolvere il 
seguente problema , che forma 1’ oggetto della nostra 
presente ricerca . 


PROBLEMA. 

5.417- Esaminare se un equazione data abbia ra- 
dici razionali , e quali queste siano. 

Si liberi da’ fratti uua tale equazione ridotta a 
zero , se mai ve ne sieno, serbando però il coelficien- 
* S- 38 » te del primo termine espresso da 1 * : indi si cerchi- 
no tuli' i divisori interi dell’ ultimo termine di essa ; 
e questi si vadano sostituendo nell’ equazione in luo- 
go dell'ignota, ora col segno -p , tal ora col — ; quel- 
lo di tali fattori, che la renderà effettivamente zero, sarà 
una sua radice. 

5.418 Scol. Prima di passare a rischiarar con e- 
sempj il precedente Problema , non è fuor di propo- 
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sito l' indicar qui la maniera da tenere, per determina- 
re tutti i divisori di un numero. 

La regola per ottenerli é la seguente- 

Si divida esso numero pel minimo suo divisore ; il 
quoziente che se ne ottiene , di nuovo dividasi pel mi- 
nano divisore suo ; e ciò si continui finche resti un quo- 
ziente indivisibile : si avranno cosi tulli i divisori primi 
del numero proposto. In seguilo prendami i prodotti di 
questi divisori a due a due , a tre a tre , a quattro a 
quattro , ec., e si avranno i divisori composti di quel 
numero. 

Sia per esempio ìao il numero proposto . Si di- 
vida esso per a , il quoziente fio di nuovo per a , il 
quoziente 3o anche per a , e '1 quoziente 1 5 per 3 , 
resterà il quoziente indivisibile 5 ; che perciò i divi- 
sori del ìao sono i , a , a , a , 3 , 5. Quelli com- 
posti da due saranno 4 , fi > io , i5. Gli altri compo- 
sti da tre saranno 8 , la , ao , 3o. I composti da quat- 
tro risulteranno a4 , 4° > fio- Finalmente il compo- 
sto da cinque , ossia da tutti i divisori semplici , sarà 
lo stesso ìao. Sicché tutti i divisori semplici e compo- 
sti di un tal numero saranno i seguenti 

i,a,3,5... 4ifi>'o,i5 8,ia,ao,3o ... a4,4°)fio ...ìao. 


Esempi pel prf.cede.vte problema . 

J. 4>9- i '- !•' equazione proposta sia 
*’ — jx -f- 6 == o 

eli' è dei terzo grado, c del caso irriducibile; c dalla 
natura de' segni de' suoi termini si vede, che debba aver 
due radici positive , ed una negativa ; il che c neces- 
sario avvertire , perché abbrevia non poco la sostitu- 
zione da farsi per 1’ operazione presente . 

Or i fattori del suo ultimo termine fi csscudo 
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i , a , 3 , 6 ; si vadano essi sostituendo , P nn dopo 
P altro , col segno , o col — in quell' equazione , 
si troverà elle vi soddisfino i primi due -f- i , e a, 
sicché ritrovati questi non bisognerà continuare la so- 
stituzione del 3 che col segno — , cioè — 3 ; e di fat- 
ti si troverà , che anche questo vi soddisfa. Adunque 
le radici di quell’ equazione saranno -f- i , -f- 3 , — 3; 
e quindi i suoi fattori semplici i seguenti 

X 1=0 , X 3=10 , x-|~3 = o 

J. 43o. Il seguente esempio , mentre rischiara la 
regola data di sopra , servirà anche a mostrare come 
essa possa adoperarsi in altro modo , che rende più 
facili le sostituzioni. 

II 0 . Sia r equazione 

X* zx’ u5x' -f- 36 x + I 30 = O 

Sostituendo in essa perx i divisori dell’ ultimo termine 
■ so, si troverà che vi soddisfi -J- 3; che però si divida 
tal' equazione per P altra x — 3 = o; si avrà il quoziente 
se’ -|- x* — 33X — 4° — 0 

di cui cercata una radice nel modo stesso , si troverà 
questa essere -j- 5 , uno de' divisori di 4o . Si divida 
similmente quest' equazioue per x — 3 = 0 } e si avrà 
per quoziente l'equazione di secondo grado 
x’ -f- tìx -f- 8 =o 

le cui radici , o trovate nell' anzidetto modo , o risol- 
vendola nell' ovvia maltiera , saranno — >, t — 4 ■ 
Oud' è che la proposta avrà per le quattro radici , 

-f- 5 t — 2 , e — 4. 

J. 43 1 . Quest’ altro esempio servirà a mostrare più 
generalmente il procedimento della precedente regola. 

111". Sia l equazione 

x* — (3a -f- ì)x' -f- (sa* -1- 3 ab)x — a a'b = o 
nella quale si vede , che se le radici sieno reali , deb- 
bano essere tutte positive. 
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Presi i fattori del suo ultimo termine , che sono 
a, b , a a , a b , ab , a ab , a’b , a a'b. ; si cominci dal 
sostituire in essa 4- a , si avrà 

a* — ( 3 « 4- b)a' 4- (aa* 4. 3 ab)a — a a'b t= o 
ond'è che -4- a è efTettivameute una radice di essa. 
Similmente ponendosi -f* ^ per x , si otterrà puro 
b * — ( 3 a + b)b' 4. (ao* 4- 3 oi )4 — aa ‘4 = o 
end' è che b è un' altra sua radice. 

Finalmente con la sosti turione di 4-m per x , avendosi 
8u‘ — ( 3 o -f- b).\a' 4- (aa* 4- ìab)aa — a a'b =3 o 
si vedrà che la terza sua radice sia 4- ’ la - E questa, 
ottenutesi già le altre due , si avrebbe potuto anche 
avere , senza ricorrere al metodo tenuto , dividendo 
T ultimo termine 4- ia ì b della proposta equazione , per 
ab prodotto delle radici già ritrovate * . * 5 - 33 $. 

Scolio i. 

§. 43 a. D procedimento della regola data nel pre- 
cedente problema , a di sopra applicata agli «sempj , 
diviene impraticabile , quando l' ultimo termine dell' e- 
quazione abbia molti divisori ; ed è perciò che gli a- 
nalisti si sono applicali a ritrovar mezzi onde esclu- 
dere agevolmente que’ divisori , che sono affatto illu- 
tili , de' quali mezzi noi qui reciteremo due sola- 
mente , che sono i più generali , ed i più attivi- 
5. 433 . 1 °. Sia t equazione 

4- /»*’ 4. Qx’ 4. Rx 4- S ss 0 
e presi i fattori razionali del suo ultimo termine S , 
sia l'un di questi a, che soddisfi a quell equazione. Sarà 
Sss—Ra— Qu‘ — /V — «♦ 

e quindi — H — Qa — Pa' — • a* 

fi * ./v. & ' ^ 

che perciò— dovrà essere nn numero intero j e sarà 
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J. p4. i°. Il quoziente dcW ultimo termine per tal 

divisore si aggiunga al coefficiente della x ; t a il quo- 
ziente di questa somma per lo stesso divisore si aggiun- 
ga al coefficiente di r* Ì 3.” il quoziente di questa som- 
ma per lo stesso divisore si aggiunga al corniciente di 
r > . e così sì proceda innanzi , finché la quantità da 
nj .gi„gnere sia il coefficiente del primo termine dell c- 
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quazione '. Se quest' uhimo risultamento sarà tero , quel 
divisore i una radice deW equazione. 

$. 435. Ma a restringere il numero de’ divisori, 
il Newton diede un ripiego attivissimo , dipendente 
dalla seguente considerazione*. 

Sia a una radice dell' equazione M , c quindi 
un divisore dell' ultimo termine di essa ; dovrà sva- 
nire tal’ equazione col supporre ma. Or si accre- 
scano le radici dell’equazione M di 1 , cioè si ponga 
x =y — 1 ; dovrà una delle radici di questa trasfor- 
mata M' essere a -f- 1 , che sarà un divisore dell’ ul- 
timo termine di essa , il quale si otterrà col sostitui- 
re , nell’ equazione M , — 1 in luogo di x*. Similmen-’ $.3go. 
te si ponga x esjf -f- 1 cioè si diminuiscano dell' unità 
le radici dell’ equazione M ; dovrà una radice di que- 
sta nuova trasformata M - " esser rappresentata da a — 1 , 
che sarà un divisore dell* ultimo termine di essa , il 
quale si ottiene ponendo nella proposta -{- 1 in vece di x. 
Adunque la condizione perchè un divisore di V , ul- 
timo termine dell’ equazione M , possa esser radice di 
essa è, che a + 1 lo sia di V ultimo termine di M', 
ed a — 1 lo sia di ^'ultimo termine di M" ; condi- 
zione che dovrà aver luogo prendendo 1’ a positiva o 
pur negativa. 

Ciò posto : 


* Non è necessario , perchè abbia luogo la presente 
regola, die questo coefficiente del primo termine, sia s. 

£ db è di non picco] vantaggio ; giacchi talvolta il tra- 
sformar un’ equazione in un’ altra , che abbia 1' uniti per 
coefficiente del primo termine , accresce i divisori dd- 
1' altimo termine. \ 

’ Arith. Unir. S. 1. cap. vtn. ». 67. 
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J. 436- «W* f equazione 

x l — 3x* — 4 &r — jlaO M 

sarà V k — *j 

V' =a — i — • 3 + 46 — sa — 3o 
V" = +1—3 — 46 — 7 »=—- »»o 
Or si prendano i divisori di V , V , f'" , cioè 
di 7 », 3o, tao che sono 

Per 3o j i,a,3,5,6,io,iS t 3o 

Per 7 » | i ) a ) 3 1 4,6 ) 8,9,ia,i8,a4,36,7a 

' Per tao | i,a, 3 , 4 ) 5 , 6 , 8 ,io,ia ) i 5 ) ao,a 4 ) 3 o, 4 o ) 6 o,i 3 o 

Dopo ciò si cominci man mano ad esaminare i fatto- 
ri di 7 » , e di essi non bisogna prender per possibi- 
li ad esser radice della proposta equazione , che quel- 
li de* quali trovanti numeri maggiori per 1 ’ unità , 
per fattori di 3o, e minori di i , per fattori di tao. 
Di tal che i soli numeri a, — 3 , !\ , + 9 • , e nessun altro 
di que’ fattori oltre questi , soddisfacendo alla condi- 
zione di avere nella prima linea un numero maggiore 
per i , e nella terza minore per t , potranno esser 
radici della proposta equazione. Laonde ecco che tra 
tanti divisori ci siamo appena ristretti a vedere se il 
siano + i , — 3 j ì 4 > + 9 - Di fatti , con la sostitu- 
zione nell’ equazione M, di + a , — 3 > ì 4 > + 9 ** 
troverà essere 

i = — a , x = — 4 > * = 9 

■ I fattori 3,q non possono soddisfare alla condi- 
zione stabilita , che co’ soli segni che loro si souo prefissi. 
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Scolio ii. 

J. 437. Alcune volte conviene anche , per agevo- 
lar l’ operazione della ricerca presente delle radici di 
un' equazione , apparecchiar questa convenevolmente , 
se pur ne sia suscettiva , come lo mostra il seguente 

Esempio. 

L' equazion proposta sia 

x' i8x’ + 701 — 7180 = o 

Poiché i divisori dell’ ultimo termine sono moltissi- 
mi, e che d’ altronde si vede esservi tra essi 1’ 8 , di' è 
il cubo di a ; perciò si trasformi tale equazione in 
un’ altra , ponendo x = %y , sarà 

8/ 1 + 7V* + «44/ — 7 a ®° 0 

che divisa per 8 dà 

f + 9J'* + >8/ — 910 = o 
nella qoale essendo più ristretto il termine ultimo gto, 
sarà più agevole il rinvenirne i fattori ; e tra essi ri- 
trovato il solo che v’ha, che sia radice razionale di 
quell' equazione , cioè 7 ; sarà perciò nella proposta 
X 1 4. E gli altri due valori della x si rileveranno, 
dividendo l’equazione proposta per x — 1 4 = 0 , e ri- 
solvendo l’equazione risultante di secondo grado . 
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CAPITOLO II. 


DELL' ESTRAZIONE DI RADICE DI QUALUNQUE 
GRADO DA' CINOMI NUMERICI , PARTE RAZIO- 
NALI E PARTE IRRAZIONALI. 


§■ {38, ij argomento che imprendiamo a trattare 
in questo Cap. ha doppio oggetto , quello cioè di mo- 
strare una qualche applicazione delle dottrine esposte 
nei Cap. precedente , t [' altro di esibire una manie- 
ra da ridurre , quando sia possibile , le radici delle 
equazioni numeriche , le quali già pe' primi quattro 

m 

gradi si è veduto presentarsi sotto la forma V(“ ì V^)i 
estraendo effettivamente da quel binomio sotto il se- 
gno V la radice dinotata dall' indice di questo, 

$• 439 . Or se mai sia possibile la radice m di 
a + \l > , cioè che questo binomio sia mia potenza de 1 
grado m di un' altra quantità , questa dovrà necessa- 

m 

riamente avere la forma ( i V«y) V k ; poiché qua- 
lunque altra forma si dia a tal radice , essa elevata 
alla potenza in, non darà luogo ad espressione da poter 
esser ridotta ad una forma hiuomiale come a + y b. 

Ed essendo 


V {a ± \! b) == (* + V/) V * M 

si avrà , elevando i due membri alla potenza m , 

‘=‘C"+ =t 7r ì + * 1 *~'! ( ir.f rTÌ) ‘--v +« ) 

±*V; («— + + „ ) 
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e pareggiando tra loro separatamente le quantità ra- 
zionali , e le irrazionali, se ne ricaveranno le due se- 
guenti equazioni 


, , , m(m — il . — >X m — aX m — 3) 

n—>,(x- + _i ‘ x— y + -i A— A ij 

\ 1.3 ' * 1. 3.3-4 


11 . Vfadiyy ( mx**— + + cc . ) 


Ov' è da osservarsi , che indistintamente si hanno le 
stesse equazioni, sia che nel binomio proposto vi era 
+ V*, o pur — \]b. Or prendendo nell' equazione M 
ima volta il segno superiore del secondo termine di cia- 
scun membro , ed un 1 altra 1* inferiore , e poi una vol- 
ta sommando le due equazioni separate , ed un' altra 
volta sottraendo la seconda di esse dalla prima , si avrà 

“=7* (V+Vjo-+(*— V j r) 

* ((*+vVr-(x- Vrr) 

e quindi a' — b ss. k’ (x’ — 

ed 

E questa quantità x’ — y dovendo esser razionale, su- 
bito che si vuole che a±V b abbia una radice della 


forma ( x +y ) \ k , ne segue che tal debba essere an- 

^ / (4* — i \ a 1 — ^ 

che y l — — J, o sia che — — — debba risultare una 


potenza m-esima ; il che dipenderà da un conveniente 
valore da assegnarsi a k , la qual cosa è sempre fatti- 
bile; poiché se altro non se ne ravvisi, si potrà supporre 


k = (a' — b) ‘ 


, , . , a’ — b 1 

donde risulta — : = ; — 

k‘ (a * — by 


v+«- ) 
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III ,a=h(. 




x"-f- 


Sia dunque ritrovato il valore conveniente al frat- 
a* — l) ' 

to — ~ — , che venghi perciò espresso da p m , men- 
tre k i divenuto h , si avrà y = x* — p , per meno 
della quale equazione, l'altra n.i. diverrà 
(m.m — i) , . , m(m — iVm — a)(m— 5) . . . \ 

— 2 > — («•-/>)+-* — ( * ‘-p)'+“- ) 


e da questa equazione , nel caso che abbia {attori com- 
mensurabili, si avrà il valore di x, e quindi quello di 

x’ — p, e per conseguenza la radice cercata (x + V/)V k. 
E questa innalzata alla potenza m, e paragonata alla 
quantità data a+\?b farà vedere, se debba aver luo- 
go il segno -f- , o pure il — , cioè se era uua potenza 
(«-esima a 4 - Vi, o pure a — Vi; mentre si è veduto 
poc' anzi, che si procedeva nel modo stesso, per la de- 
terminazione si dell' un caso , che dell' altro. 


Scolio i. 


$■44°. Se la m fosse pari, ed espressa da an, la quan- 


tità prenderebbe la forma MCÌr)' 


il che dimostra , che la prima condizione ad aver luo- 
go , jierchò una tale espressione diventi razionale si è , 
che a' — b sia un quadrato perfetto , espresso da q'- 
Posto ciò , si cerchi per k un numero tale , che renda 



una potenza n-esima dinotata da p ‘ j lo che è 


sempre possibile , mentre se altri valori più ristretti non 
si ravvisino da soddisfarvi , si farà k = V («* — 4) , o 
pure k = V («* — 4) ■+'. 
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Scolio ii. 

§. 44i. Se uai fosse n sr= i , cioè che si volesse 
la radice quadrata di a + V b , si vede chiaramente 
che h dovrà pareggiare i ; e che p — \j [a' — i) deb- 
ba essere razionale , perchè sia un quadrato il bi- 
nomio proposto. Ond' è che a — ix — p ; quindi 

x ss a P ^ e pcfQiò y — E ; laonde 

V^(a ± V*) =\[ ~ ^ ±\f U -~- 

Esempi. 


J. 44a. 1°. Si debba estrarre la radice quadrata 
dal binomio 3 a V a > te ma ‘ css0 sul un quadrato. 

Paragonando questo binomio col generale a + Vi 
si ha a ss 3 , Vi = 2 V 2 , e è =: 8. Quindi a' — bzzi 
e p ss 1 ; e perciò x = 2 ed y = 1 . Laonde 

V(3 + 2 V») = V» + «- 

II 0, Sia r altro binomio 1 + 4 V — del quale 
si voglia la radice quadrata , se pur esso sia un quadralo. 

In questo caso issi, Vi= 4 V — 3 , e b = — 48- 
Laonde a* — b = 49 > numero quadrato , e p ea j ; 
che perciò x = 4 , y — 3 , e 

V(.+4V-3) = 2+ V-3. 

III 0 . Si voglia ora la radice cubica di 2 -f- 1 1 V — 1 ! 
Si avrà a = 2, i= li V — l, e b‘ = — HI. Perciò 
«» _ b=a ia5 cubo di 5 » e quindi si potrà porre 
k — 1 — h ; e sarà p = 5 , e 1’ equazione n. ni. del 
J. 43o , che dovrà dare il valore di r , diverrà 
4* 1 — 1 5-r — 2 ~ o 

la quale avendo per radica commensurabile il 2 , 
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dinota clic il binomio proposto era an cobo Ed es- 
sendo x = 1 , sarà y = — t. E la radice cercata del 
binomio proposto si troverà essere a -f- V — 1 . 

IV°. fogliasi similmente la radice quarta di 
1 4 -f- 8\/ 3 . Avrassi a— 1-4, V/' = 8 \/ 3 > e à= 191 ; 
che perciò sarà a' — b = 4 , che è un quadrato, con- 
* J.44o.dizioue che rende possibile l'operazione dimandata*. 


Conviene ora rendere un quadrato la quantità 



pel che fare , basta porre k c= — j ed in tal caso sarà 

p ssa a. E l'equazione n.m. del J. 4 % diverrà, ridotta, 
x* — ax* — 3 = o 

che ha per radice V 3 . Quindi sarà y = 1 , e la radice 

, - V3+I 

cercata si troverà essere — - ; — . 

V» 
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CAPITOLO in. 

DELLA RICERCA DE’ FATTORI COMMENSURABILI 
DI DUE DIMENSIONI. 

J. 4 {3. Def. Per fattore commensurabile di due 
dimensioni di un equazione , s’ intende un divisore e- 
satlo di essa, della forma x'-q-px -f- q = o , ove p , q 
sieno numeri interi , e q sia fattore dell* ultimo termi- 
ne dell' equazione proposta. 

J. 44 f- Scoi. È chiaro , che ancora un'equazione 
a radici immaginarie possa dar luogo a fattori di tal 
fatta ; ond’ è che la loro ricerca potrà riescire iu mol- 
ti casi assai giovevole al risolvimento di un’ equazione. 

Noi adopreremo per ora , in questa ricerca , un 
metodo analogo a quello tenuto pe’ fattori semplici 
nel $. 435 i quantunque lungo , e non senza qualche 
imperfezione ; altrove riverremo su questo argomento, 
prendendolo in tutta la sua generalità ‘ . 

TEOREMA. 

445. Se la formula 

x m + Ax — •+ + y 

abbia per J attore f altra 

x* -j- a'x " — ■ + 4- y 

1 L’ altro metodo elementare, che pur si adopra da 
taluni analisti moderni , non ci è seminato preferibile a 
questo , perche* londato sulle eliminazioni ; dal che può 
avvenite, uella maggior parte de’ casi , clic piu lunga c 
difficile si renda una tale operazione. 

■ È chiaro che un qualunque fattore della M , deb- 
ba avere necessariamente un termine come t", scevro dai- 


ni 

M' * 
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dovrà necessariamente essere V fattore di V •, e per 
qualunque valore si dia alla x , sempre la forinola M' 
prenderà tal valore , che sia fattore di quello che ne pren- 
de la M. 

Essendo M' fattore della M , divisa questa for- 
inola per quella , si abbia 1’ altro fattore 

x—‘ + A " **■—■ + . . . . -f F" M" 

sarà M = M' X M' 7 ; e nel prender questo prodotto 
è manifesto, ebe debba in fine prendersi quello di V 1 
per V ; ond’ è ebe ciascuna di queste quantità dovrà 
esser fattore della V. 

Or essendo identica l'equazione M = M'X M", essa 
dovrà sempre reggere per qualunque valore si dia alla x ; 
e quindi dovranno esser sempre M', M" fatte ri di M. 

PROBLEMA. 

$■ 446. Esaminare se f equazione M abbia fatto- 
ri commensurabili di sccontlo grado , e quali sieno. 

Rappresenti r ' px q xz o un di questi fattori ; 
c pongasi successivamente * — — 1 , x—o , re t . 

Per tali tre supposizioni le quantità 1 — p -t- q , q , 
ed 1 p -f- q in cui si trasmuterà il fattore suppo- 
sto , dovranno esser fattori rispettivamente di que’ va- 
lori che prende la M ; che perciò di questi tre valo- 
ri presine separatamente tutti i fattori in -J-, ed in —, 
formandone tre linee ; dovrà alcun di quelli della pri- 
ma tinta pareggiare 1 — aq-a , alcun degli altri della 
seconda pareggiare q ; ed nlaun di quelli della terza 

la x ; altrimenti questa risulterebbe anche moltiplicatore 
Jclla forinola M , che non [’ è. 
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«ter quanto i -f -p-\-q , nel caso che 1' equazione sia 

suscettiva di fattori commensurabili di secondo grado. .< 

Laonde — p -f- <j sarà quanto alcun de' fattori della 

prima linea minorato di i , e p -f- q quanto alcun di 

quelli della terza minoralo anche di i. Quindi se da 

ciascun di quelli , e di questi si sottragga 1’ l , e si 

(ormino cosi due altre linee ( che diremo quarta e 

quinta ) ; dinoterà la prima di queste i valori che po- 

tran convenire a — p q , e 1’ altra quelli di p q . 

Ma —p + q t q,p + q costituiscono una progressio- 
ne aritmetica in cui la differenza de' termini è p . A- 
dunque potranno ad essi soddisfare que' soli tra i ter- 
mini della quarta , seconda e quinta linea , che saran- 
no in progressione aritmetica. 

Si ritrovino quindi tra «si questi tali termini , 
se pur ve nc sieno ; c sarà manifesto , che per ognu- 
na delle progressioni aritmetiche che si otterranno , 
il — p -f- q corrisponderà al primo termine di «sa , 
il q al secondo ; e con qu«le due condizioni sarà »- 
gevole il determinare p , q , e quindi un fattore 
x* + px + q c= o dell’ equazione proposta ; che lo sa- 
rà effettivamente, nel caso che tal'equazicne risulti di- 
visibile per esso. 

Procedendo nel modo anzidetto , potranno risulta- 
re molte di quelle progressioni aritmetiche , che deb- 
bono dare i valori di p , q j e quindi molte forme 
particolari verrebbe a prendere il fattore x* -|- px 4- q, 
che per saggiarle tutte , a fin di scegliere le soddisfa- 
centi , se pur ve ne sieno , converrebbe eseguir altret- 
tante divisioni dell' cquazion proposta per ciascun di 
essi triuomj. Per ovviare a ciò, si (accia l'altra sup- 
posizione x — — a , nel qual caso il trinomio propo- 
sto prenderà la forma 4 — ap 4- y , donde sottratto 
il 4 rimane — a p q \ che vedesi precedere in pro- 

*7 
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gressione aritmetica — p -f- q , q t che dinotano il pri- 
mo e secondo termine delle progressioni aritmetiche 
precedentemente ritrovate. Adunque ritrovali tutt' i 
fattori di quel valore , che prende con tal supposizio- 
ne 1’ equazione proposta, prendendoli in -f- ed in — , 
c sottratto da ciascun di essi il 4i potranno aver luo- 
go solamente quelle tra le analogie aritmetiche già ri- 
trovate , nelle quali il secondo termine ed il primo 
abbiano un terzo aritmeticamente proporzionale , tra 
le anzidette differenze. 

E se per tal modo nè anche siasi giunto a restrin- 
gere abbastanza il numero di quelle analogie , si pro- 
cederà a fare l’altra supposizione ar = a , e si pren- 
deranno per possibili quelle sole analogie tra le già re- 
state, nelle quali il secondo lor termine ed il terzo , pre- 
cedano in progressione aritmetica alcun de’ fattori del 
valore che prende iu questa supposizione l'equazione M, 
minorati ognuno di 4- Ed in vece delle supposizioni 
a; = — 3, x = a si avrebbero potuto fare ]e altre 
x c= — a, x =3 — 3,o pure x = a , x ss 3 j e cosi 
per le successive ad esse , quando convenga ancora 
farne , per le quali è facile avvertire il procedimento 
delle operazioni da eseguirsi . 

Scolio i. 

$. 447- Nel combinare i numeri della quarta , se- 
conda e quinta linea , a fin di proceder con ordine , 
s’ incominci dal prendere per primo termine il primo 
numero della quarta linea , e per secondo successiva- 
mente uu di quelli della seconda linea , fino ad incon- 
trare per terzo un numero della quinta linea , te pur 
ve ne sia. Poi si prenda per primo termine il secon- 
do de' numeri della quarta tinca , e di nuovo per se- 
condo uno di quelli della seconda linea , fino ad in- 
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Centrare il terzo, se vi sia, nella quinta linea ; c cosi 
in seguito . E a*l abbreviare ambe questa indagine , 
si osservi , die trattandosi di combinare numeri positivi 
e negativi , per formar analogie aritmetiche continue , 
indicandosi 

i positivi per 
nella 4 ■ linea A 

nella a. linea B 

nella 5. linea C 

non potranno aver luogo che le sole combinazioni 
IA,B,— C'], [A , — B' , — C'], 
[— A',B,C ], [ — A',-B',C ], [—A', —B',— C' ], 
e che sieno da saltarsi, come impossibili , le combinazio- 
ni [ A ,—B', C ],[ — A' , B , — C' ]. 

Di più sari anche facile accorgersi , nelle diverse 
supposizioni , fin dove convenga arrestarsi ne’ fattori 
delle tre prime linee , trascurando gli altri , che per 
esser troppo grandi si renderebbero inutili, in vista di 
quelli co’ quali debbono esser combinati. 

E s * m r i o I. 

J. 448. Si cerchino i/attori commensurabili di due 
dimensioni della seguente equa-, ione. 

x c -J- ai' -J- M* 1 = ° 

Le supposizioni x — — i,x = o,x=i riduco- 
no una tale equazione a 6 , 1 , 6 , de quali numeri 
sono rispettivamente fattori 

i, a, 3, 6, — 6, — 3, - a, — i prima Un. 
j seconda liti. 

, i, a, 3 , 6, — 6, — 3, — a, — i terza Un. 
Quindi —p + q dovei esser compreso tra i termini 
della prima linea , minorali ciascuno di i , cioè tra 
o, j, a, 5, — 7 , — 4, — 3, — a quarta Un. 


i negativi per 

— A' 

— B' 

— C' 
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q lo dovrà essere tra quelli della seconda linea , e 
p -f- q tra quelli della terza , minorandoli pure ognu- 
no di i , cioè tra 

o, i, a, 5, — 7 , — 4» — 3, — a quinta Un. 

£ tra i termini della quarta , seconda c quinta linea , 
potranno effettivamente rappresentare — p -p q , q e 
p q ) quelli che sieno in progressione aritmetica, 
dond' è che ai ottengono le seguenti analogie aritmeti- 
che , dal u°. 1 . al ziti. 


— V+9 

— ip+q 


— p+1 

f 


r+i 

op+q 

2 

1 

1 . 

0 1 



2 

3 


1 

li. 

0 , 

— 1 



— 3 

I 

1 

111 . 

> s 



I 

1 


3 

IV. 

* » 

— t 


—3 

— 5 

4 

3 

V. 

a > 



0 

— 1 


* 

VI. 

a s 

— > 


-4 

— 7 



VII- 

5 , 

1 


—3 

— 7 



vili. 

5 , 

— 1 


—7 




IX. 

—7 > 

— i 


5 

11 



X. 

-4, 

— t 


2 




XI. 

-3 , 



5 


— 7 

— 5 

XII. 

—3 , 

— 1 


1 

3 

- 4 

— 7 

XIII. 

—a , 

— 1 


0 

1 


3 H-f 

4 


E (peste analogie darebbero luogo ad altrettanti fattori 
della forma x' -f- pi -J- q = o , per 1’ equazione pro- 
posta , cioè a dieci di più di quelli eh' essa potrebbe 
averne. Per restringerne il numero, si supponga x = a , 
l'equazion proposta diverrà io5 , i cui fattori sono 
. . — s5, — 7 , — 5, — 3, — 1 ', sesta Un. 


’ Si sono trascurati tutti gli altri lettori positivi do- 
po il >5 , e negativi prima del — i5 , perchè evidente- 
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ciascun de' quali minorato di 4 > quadrato della sup- 
posizione fatta , si avranuo i seguenti numeri da cor- 
rispondere a ip 

•— 3 , — i, i, 3 ,i i — n, — 9, — 7, — 5 settima linea. 

Oe per aver luogo 1 ’ analogia 1. , dovrebbe esservi 
tra i numeri della settima linea il 3 : vi è ; quindi 
tale analogia può soddisfare alla presente ricerca . Si- 
milmente , perchè abbia luogo F analogia n. vi dovreb- 
be essere il — 3 tra i numeri di questa settima linea , 
ebe vi è ; e perciò essa può ambe aver luogo . Del 
pari si troverà clic può sussistere la su. , ir. , v. , vi., 
vii , perchè si ritrovano tra i numeri. «Iella settima li- 
nea F i , il — 5 , il — i , e ’l — 7. Non può poi sus- 
sistere l' viti. , perchè tra que’ numeri manca il — 13 . 
Sussiste però la ix., perchè Ira esd vi è l'n. Manca 
la x ed xi, perchè non v' è il 5 e ’l 9. 1*1 può stare la 
xii e xiii , perchè si ha tra i numeri della settima li- 
nea il 3 e F 1 . Adunque con la supposizione di x = a 
non siamo riusciti a liberarci che da tre sole analogie. 

Per restringerle anche di numero , si pratichi 
l’altra supposizione x = ■ — a, che riduce pur F equa- 
zione proposta a io 5 , donde si barino gli stessi fat- 
tori di poc’ anzi , e quindi per numeri della nona li- 
nea dinotanti — ’j.p rj gli stessi 1 he quelli della setti- 
ma i e tra questi ve ne dovranno essere , peri he pos- 
sano aver luogo le dieci analogie precedenti-mente ri- 
maste , di quelli che precedano in continua proporzione 
i primi due termini di esse, ond’ è ( he facendo come 
poc' anzi , si troveranno il — 1 , 1 , 3 soddisfare alle 
prime cinque analogie ; la vi , vii e ix svaniranno , 
perchè in tal settima linea noti trovasi il 5 , ii 9 e 1 
— i 3 ; e sussisteranno la xu e xiu ; perchè v'ha il 

mente non potevano occorrere , per F uso cui essi li de- 
stinano. 

*» 
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— 5 , e — - 3 : che perciò ci siamo finora ristretti £ 
sette analogie. 

Per far svanire anche le altre superiine , si pon- 
ga x = — 3 , supposizione che riduce 1' equaiion pro- 
posta a gio , i cui (attori souo 
i, a, 5, 7 , io, i3. . . . — 1 3, — io, — 7 , — 5, — a , — 1 ottavalin. 
e questi minorati di 9 , quadrato della snpposizione 
fatta , daranno per rappresentare — - 3 p q, che dee 

precedere in proporzione aritmetica — a p ■+■</, — p 
-f. q , cioè i numeri delle prime due colonne a sinistra , 
come vedesi praticato , la seguente 
nona Un 8 , — 7 , — 4» — *1 *j 4 • • • • — — >4 — *'» — *0 

Or per la prima analogia delle sette rimaste do- 
vrebbe esservi tra questi numeri il — a , che vi è ; 
ond’ è eh’ essa ha luogo. Per la seconda dovrebbe es- 
servi il a, che nou v'è; ond' è eh’ essa svanisce. La 
terza sussiste , perchè tra i numeri dell’ ottava linea vi 
è l'i. Svanisce la iv , perchè vi manca il 5 } e sus- 
siste la v , perchè tra que’ numeri vi è il 4- Final- 
mente sussiste la xu e la xm, perchè vi è il — 7 e il 

— 4 - Fd ecco finora ridotte le analogie a sole cinque, 
ciocia 1 , su, v, xn e xm delle risultate da principio. 

Per far svanire anche due di queste che sono super- 
flue, si continui la supposizione di x = 3 , e si otter- 
ranno gli stessi numeri dell’ ottava linea , da' quali sot- 
trattone il g, per aver i numeri rappresentanti 3 p -{-q, 
che debbono seguire in proporzione aritmetica quelli 
delle due nltiine colonne per le cinque analogie rima- 
ste a considerare, si troverà svanire la xu e xm. Quin- 
di le tre analogie che potranno soddisfare a' fattori ri- 
cercati saranno le seguenti 
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Ciò posto , dalla prima di esse si ha — p -f- ? = 0 
è q si i, donde risulta p=i, e'1 fitlore x* +px -J- q = o 
diviene x*-|-r+i =o. Dalla seconda si ha — p -\-q= i, 
q—lyt quindi p = o, e 1 ’ allro fattore sarà X* -f- i ao, 
Finalmente dalla lena analogia si ha — p - (- 17 = a, 
e quindi p = — . 1 ; e ’l fattore che ne deriva 
Sarà x’ — x -(- 1 = o. I quali effettivamente soddisfano 
all' equazione proposta , come si potrà osservare pren- 
dendo il prodotto di essi. 

E s X jc r 1 o II. 

J. 449- Fogliansi i /attori commensurabili di due 
dimensioni , se ne ha , deir equazione 

x* -f- ix 5 — ax* ax — - 1 = 0 

Non presenteremo qui che il prospetto delle ope- 
razioni già fatte , polendosi ben intendere il proce- 
dimento tenuto per pervenirvi, da quello eh' è stato 
detto nella regola generale, e nell’ esempio precedente. 


Suppos. fatte. 

Calori che pren- 
de [ equazione. 

Fattori corrispondenti ad essi 
valori. 

X t=3 J 

— 6 

i,a,3,6,— 6,— 3,— a ,— 1 

X O 

X 

I > — 1 

X =3 I 

« 

i >9) — a, — 1 

Quarta lin. o 
Seconda Un. i 

,1,3,5,—; 
1 — « 

7» —4. — 3, —* 

Quinta lin . o 

, 1 , —3, — a 
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Analogie che ne derivano 






~ 3 


1 

o 


3 

t 

5 

i 

5 


t 


Supposizione x = a , valore dell' equazione j5 , 
che ha per fatlori 

Scita Un. i, 3, 5, i5 ...... — 1 5 — 5 — 3—i 

i quali minorali di 4 daranno i valori corrisponden- 
ti a ap -j- q compresi nella arguente 

Settima Un. • — 3, — 1 , 1 , 1 1 ..... — 19 — g — 7 — 5 

I numeri che in questa esistono da render pos- 
sibili le soprascritte proporzioni aritmetiche sono quel- 
li che a' incontrano scritti a destra di esse , da’ quali 
risulta che non svanisce che semplicemente la vi. 

Con la supposizione x r= — 2 si otterrà lo svani- 
mento dell' analogia v. E finalmente con la supposi- 
zione di x = — 3 , resteranno sussistenti le sole due u 
t vii , dalle quali si ricavano i due fattori 

«• *+1=0 

«‘4. * - t os ' 
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Ed essi sono sufficienti , risultando il terso come con- 
seguenza. 

j. 45o. Dee qui però avvertirsi j else un tal 
terzo fattore risultava dall' analogia iv , se essa , per 
effetto del metodo stesso che si è adoperato , non fos- 
se svanita. 

Scolio 11. 

5.45i. L’esposto metodo, per la ricerca de' di- 
visori di una, o due dimensioni ( JJ.435 e i ) può 
estendersi anche a quelli di tre, o maggior numero di 
dimensioni , come lo ha avvertito il Newton * , e die- 
tro lui il Maclaurin', ed altri analisti: ma le ricér- 
che su tal proposito non sono di alcuna utilità nell’ 
uso ordinario dell' Analisi Algebrica , e riescono assai 
imbarazzanti ’ , che però non siamo entrali in parti- 
colari su di esse. 

Per le stesse ragioni 4 , abbiamo limitato un tal 
metodo al solo caso, che il coefficiente del primo ter- 
mine dell’ equazione sia 1’ unità, nella qual forma per 
altro, nella ricerca de’divisori commensurabili , essa o 
presentasi , o pur facilmente si riduce. 


■ Ari ih. Unir. S. 1. e. vili, r. 69. 

’ Traiti tt Algèbre P II. S. 1 n. 71. 

’ Vedi Sauuderton — Elminti A Algihre r ii p 3 o 5 . 
4 Vedi il Comeulario ». 184 del Castillon all' Arilh. 
Viti'. 
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CAPITOLO IV. 

DELLE EQUAZIONI RECIPROCHE , E QUINDI 
DELLE ALTRE BINOMIE. 

J. 45 1 . Abbiasi un’ equazione della seguente forma 
x m +ps m — + ?*"—' ‘ + . . . + qx'+px + i =:0 
in cui i coefficienti ed i segni de’ termini primo ed 
ultimo , e degli ugualmente distanti da essi sieno iden- 
tici , e di più o non manchi alcun termine , o pur 
ve ne manchino a paja , e sempre gli equidistanti dal 
primo ed ultimo ; si rileverà facilmente , ebe se in 

essa , in vece della x e delle sue potenze, si scrivesse — 

e le potenze corrispondeoti di tal fratto , ne risulte- 
rebbe di nuovo , fatte le convenevoli ridazioni , la 
stessa equazione proposta , solamente con ordine in- 
verso de’ suoi termini , cioè che in vece di procedersi, 
come sta scritto , da x m ad 1 , si comincerebbe da 1 
c si terminerebbe ad x™. 

$. 4^3. Ad una tale specie di equazioni , nella 
quale , sostituendo per l’ incognita l’ inverso di essa , 
si riproduce di nuovo l' equazione stessa , si i dato il 
nome di equazioni reciproche. 

§. 454. Dal già detto nel §. fói si rileva , die 
in un’equazione di tal fatta , per ogni radice X deb* 

bavene esser un'altra — , e quindi che la determina* 

» 

zione di ogni radice di essa ne tragga seco necessaria- 
mente un’ altra che n’ è l’ inversa ; che perciò si vede, 
che in queste equazioni non drbbavisi determinare che 
la metà sola delle radici , supposto che la m sia pa- 
ri : e nel caso che m sia impari , si vedrà tra poco , 

che basterà determinarsene il uumcro ™ *, e quindi 
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cke la compiuta risoluzione di esse debba dipendere da 
quella di un’ altra del grado ~ nel primo caso } e nel 

secondo del grado — . Sicché per tal modo po* 

tremo dire di avere la generai soluzione di tal fatta 
di equazioni fino al nono grado. 

455 . Sia in primo luogo pari la m , ed ugua- 
le a un , sicché 1' equazione proposta si cambj in 
a:** 4. px“— 4. «p»— 4. .... 4- p* 4 px + z ss o 
la quale , accoppiando i termini primo ed ultimo , e 
gli equidistanti da essi , si riduce nella forma 

x- 4. 1 4-p(.r— * 4. *) 4. q (i*«— 4.1») sa o 

che divisa per x* dà 



/- + jir) + , (.-• + 

...BO 

Or pongasi 



1 



x 4- — = z 

X 

1 5ara ( x+ t)= z ' 


cioè 

*’4- a 4- -i- = z* 

X 




J 

ed 

**+ i = 

j 

Similmente 


1 



j 

cioè 

* ,+ (*+ r)= s ’ 


0 sia 

**+ Ìj4-3z = z> 


td 

*'+ p=>*' ~3i 
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Inoltre 

♦ 

N 

11 

+ 

cioè 

*•+ i + <(*•+ t)+ 6 - ■’ 

o sia 

* 4 + 74 + 4(*’- a )+ 6 = z* 

ed 

**+ 7 = ** — 4*’ + » 

E nel modo stesso procedendo innanzi si avrà 


x ‘+ “s = * s — 5l * + 5 * 


cc. ec. 

Da’ quali termini è facile rilevar la legge come 
delibati procedere gli all ri seguenti , da poterli esibire 
facilmente senza calcolo j e quindi da stabilire la se- 
guente forinola generale 

z 

— - ■— • ri * 

, n(n— 3) »(»— 4) (n— 5) . , 

x" 

1 a ’ ' aJ" 1 

«0—5) 0—6) 0-7) 


ov è da osservarsi , elle nell’ assegnare valori numeri- 
ci ad n , la serie esposta si ptiù continuare fino a tan- 
to che le potenze di z sono positive. 


E le soprascritte espressioni di x -f- — , e delle 

potenze successive de* termini di tal binomio in z , so- 
stituite convenevolmente nell’ ultima equazione di so- 
pra recata, la trasformeranno in una equazione ina al 
grado n , metà di grado che la proposta in x ; la quale 
risoluta , se abbiansl per sue radici le quantità », p, y .... 
al numero n , queste sostituite successivamente iu vee'e 
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di z nell’ equazione x 4- — e= z, cioè x’ — zx -J- ,= ®i 
daranno tante equazione della seguente forma 

x' — *x 4* i = o 
x* — /Sx 4- z = o 
x’ — V 1 + 1 = 0 

.al numero n 

dalle quali si avranno n di coppie di valori della x. 

J. 456 - Sia ora impari la m, ed espressa da in t, 
sicché 1’ equazione proposta sia della seguente forma 
*••+« 4. p X *" 4- qx'— . . . + qx' + px + 1 = O, 
ed essa , riunendo pure i termini , come nel caso pre- 
cedente * , pongasi sotto l' altra forma 

*•*+■4. 1 4- px (x’*— *4-1) + qx' (x'—' '4-1)4- = 

che sarà di n 4- t termini , e l’ultimo di essi dovrà 
essere Ix* ( x 4- I ) . 

È chiaro , clic essendo impari gli esponenti an-J- 1, 

in 1 5 in — 3, ec. della x ne’hinomj racchiusi ne’ 

vincoli , se ciascun di questi rappresentasse uh’ equazio- 
ne del grado corrispondente ridotta a zero , dovreb- 
be avere per una sua radice —1*5 che perciò eia-* 
senno di que' binomj dovrà esser divisibile per X -j- 1. 
Ed è pur manifesto , che qual sarà la forma del quo- 
ziente dell’ un di essi per x 4" • < tale debba pur es- 
sere quella di tatti gli altri quozienti : che perciò , 
per determinarla, basterà prendere un qualunque di 
que’ binomj , per esempio x s 4- 1 , e dividerlo per x-j- 1 , 
il che dà per quoziente 

x* — x 3 -j- x* — x -f- I 

dal quale resta fissata la forma generale del quozien- 
te di x r 4- 1 per x 4- 1 , ove r sia impari , essere 

x r — — x r ~‘ 4- x’— 1 — x'-* 4- ... — x 4- I 


S 455. 


§35i. 
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Ciò posto , eseguasi la divisione di ciascun bino- 
mio compreso ne’ vincoli per x -j- i , ossia dividasi 
quell’ equazione per questo fattore, essa li ridurrà ad 


— — x*"—' -+• x ,n ~ * 
-^■px(x ,a — , — x '"— 1 
-j- qx‘ ( a"*—* 


-f- sxf '—' 1 (x" — x -f. l) 
+ /x« 


+ *’ * + I 

— x + 0 
+ 1 ) ! 


cioè ad 


*•*— -f X*— X -f I 

+p(r 1 "— — *•«— . . — x*+x) 

+ ?( JC, "~’ + *’) 



o sia ad 

*’■ 4 - (p —I ) x ’*~' + (</—/>+«) x’"— . . . 

■+(»— P+0*’+(p— i)x+ » 

equazione reciproca del grado o/i , da maneggiarsi 
’S- 455.come sopra sta detto *. 


e 


Scolio. 

S-457-Le equazioni binomio della forma x"+ r : — q 
sono anch’esse equazioni reciproche mancanti di tutti 
i termini intermedj tra il primo e ultimo ; e quin- 
di la loro soluzione può anche eseguirsi col metodo 
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«sposto per queste. Di fatti , sia primieramente impa- 
ri la m , cioè espressa da an •+• ! , sarà quel Linomio 
divisibile esattamente per x + i , ed il quoziente sarà 
un' altra equazione del grado an ridotta a zero , della 
seguente forma reciproca 

x' m — 1 -f- jc’" — * -J-x’ + je-|-I “0 

la cui risoluzione, come si è di sopra veduto , dipen- 
derà da un'altra del’ grado n, cioè — . 

In sccoudo luogo la m sia pari , ed espressa da 
an , di tal ebe quell' equazione abbia la seguente for- 
ma x ,m + 1 ss o , ed abbia luogo in essa primieramente 
il segno — del secondo termine. Dovrà esser divisibile , 
come fu detto nel $. 358, pel binomio x* — I = 0 , 
e ’l quoziente avrà la seguente forma reciproca 
x "— * + X '*— * -f- l’*— 6 - 1 - . : . -f X* -f- X* -f I = o 
la risoluzione della quale dipenderà da un' altra del 
. , m — a 

grado n — 1 , cioè — - — . 

Cbe se in quell’ equazione binomia abbia luogo il 
segno 4 . pel suo secondo termine : dividendola per x ", 

si riduca essa nella seguente forma a-" = o , la 


quale , posta la x -1 = z , si trasforma , come 

x 

si òdi sopra veduto*, in * 5 . 455 . 

n(n — 3) n(n — 4X n — 5) 

z"— nz — ■ + — z*— ' * i z ' J -f. cc. =z o 

3 3.3 

ed i valori della x si otterranno dal maneggio di que- 
sta , c poi dell' altra 

x' — zx 4. 1 =zO 

Laonde si vede , cbe la risoluzione delle equazio- 
ni binomiali della forma 

x™ + 1 —o 
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co’ metodi che possiede J’ Analisi moderna può gene* 
rat mente ottenersi , se di grado pari c della forma 
x** -f. 1 = o 

fino all' ottavo grado ; e se della forma 
x’" —1=0 

fino al decimo grado. Se poi di grado impari , fino 
al nono grado. 
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CAPITOLO V. 

DELLE EQUAZIONI A RADICI UGUALI ; E QUINDI 

DELLA MANIERA DI OTTENER QUESTE, 

E LE RADICI IMMAGINARIE. 

$- 458. Dzy. Diconsi radici uguali di un' equazione 
quelle che tono identiche nel valore , e ne) segno. 

$. 459' Con. È chiaro dall' addotta dcGuizione , 
che se in una equazione X = o , del grado m , vi sie- 
no n radici uguali ognuna ad » , una tale equazione 
debba esser rappresentata da X'( x — # )" =0 , ove 
la X' è un' espressione della * al grado m ~—n. E se 
inoltre in questo fattore X' vi si contenesse il nume- 
ro p di radici ciascuna uguale a (9 , 1’ equazione propo- 
sta X = o verrebbe dinotata da TL"(x — (x — *)"=a o, 
ove X" è un’ espressione della x al grado m — (n-J-p). 
E cosi in seguito. 

Quindi quante volte potesse conoscersi, che un’e- 
quazione al grado m avesse n di radici uguali ad a , 
essa immediatamente resterebbe scissa ne’ due sopraddet- 
ti fattori X' ed (x — »)* , ed il maneggio di quell' e- 
quazione si ridurrcblie immantinente a quello dell'al- 
tra X' = o , eh’ è del grado ni — n . E se anche al- 
tre sue radici , al numero p , fossero uguali tra loro , 
e rappresentate ciascuna da fi ; il maneggio dell' equa- 
zione proposta ridurrassi a quello dell' altra X" = o , 
eh’ è del grado m — (n -p p) ; e cosi iu seguito'. Quin- 
di è, che può talvolta un'equazione di grado assai e- 
levato ritrovarsi abbassata a tal grado, da restarne poi 
generalmente risoluta. 
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PROBLEMA. 


$. 460. Data un equazione, ritrovar quell altra le 
cui radici sieno le differenze della data. 


Sia l'quazione 

x” — Ax m ~‘ -J- Bx — — ’ — Cx o X 

c dinoti x' una sua radice qualunque , di tal ebe sia pure 
x' m -Ax' m — -p Bx'—' — Cx'—' + ... =0 X' 
e sia u la differenza tra le radici x , x ' , sicché sia 
x' x u . Sostituendo per la / la 1 + a nell' e- 
quazione X" , ed ordinando i termini per rapporto 
ad u , ai avrà un' equazione in u al grado m , la qua- 
le , cominciando dagli ultimi termini , sarà della forma 


• A'-j- ru + zu’-f ru’...4-«- = o u 

ove X , V , Z , ec. sono tutte funzioni della x ’ della 
forma già indicata nel 5 ' 3 go , cioè 
Xzx= x- + Ax"— + Bx—' -p Cx"— 1 -f ec. 

V c= mx"—’ -p (<« — «) Ax —' -p (m — a) Bx"—' .p ec. 

Z = "■("»-») x— + Ax—' + cc. 

a 1 a 1 


E poiché per supposizione Xs so, b precedente equa- 
zione U divisa per u ridur rossi ad 

V -f Zu + Tu' -f ec + u m —' ' =0 U' 

E se in questa si sostituisca per x qualunque ra- 


* Ci siamo serviti della .V per esprimere V ultimo 
termine di questa nuova equazione , perche #»»o effetti- 
vamente risulta identico ali* equazione proposta da prin- 

* $. 39<>.cipio t che per la X si era iud inala *. 

• Cominceremo da ora ad adontare la voce f unito- 
ne di x , per dinotare una quantità comunque composta 
da questa e da altre quauliù note. Altrove sarà data di 
tale espressione quell' idea che Tc più propiia. 
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dice x dell' equazione X, si ridurrà essa ad un'altra, 

1 <- cui radici sono le differenze tra' quella radice x , 
e tutte le altre della stessa equazione X . La qual cosa 
potendo farsi in m di modi diversi , poiché 1 ‘ equa- 
zione X ha m di radici, ne segue perciò, che l'equa- 
zione U' dovrà risultare del grado m(m — i). 

Or sieno * , /} , y , ec. le radici dell' equazio- 
ne X , cioè 1 valori della x ; quelle dell’ equazione O, 

0 sia i valori della u , dovranno venire espressi da 
» — fi, x — y, ec.ip—x, /3 — y, ec .; y — *, y— p, ec.\ 

1 quali binomj rappresentando le combinazioni e per- 
mutazioni di m lettere x, fi, y , ec. , dovranno essere 

al numero m(m — t ) * : ed è chiaro , che ciascuna» $., - 4 . 
di esse ne avrà un' altra uguale , e di segno contrario ; 
cosi x — fi =— (£ — a) , x — y s= — (y — «) , ec. ; 
che perciò 1 ’ equazione in u dovrà mancare di tutti i 
termini de' luoghi pari * , o sia di tutte le potenze »$. 334 - 
impari della u. Per lo che , facendo m(/n — t) an , 

1 ' equazione in u dovrà avere la seguente forma 

u*" — au — ’ -f- bu "~ * — eie ’" -6 + ec. — o li" 
che, posta la u*=»»>, si trasformerà in 

v* — av * — 1 -j- bv " — • — ct> " —1 -f- cc. e= o V 
nella quale non rimane a far altro, che determinare i 
coefficienti a , b , c , cc. 

Per ciò fare , essendosi supposto a’ = v , le ra- 
dici dell’ equazione V dovranno essere espresse da’ qua- 
drati di quelle dell'altra li", e quindi da (« — fi )' , 

( a — y )• , ec . , ( /9 — y )» , ee . } e sarà il coefficien- 
te a quanto la somma di tutti questi valori , P altro b 


quanto la somma delle combinazioni binarie di essi , ec » $. 334 - 
Or i precedenti binomj debbono essere al nume- 
ro ( m — i ) .... ,, . , 

ro ; polene e questa 1 espressione di n : 


ed in m — i di essi solamente dovrà perciò contener- 
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li l'« , in in — 1 altri solamente il /8 , ec. : laonde 
(*-?)' +(.*—' r)’+0*-r)*+ef. = («*—.)(*• +p+y'+cc.) 

— a (*04 *7 4 0y + ec.) , 

’ 5.334. ed i #0 4 #y 4 07 -f - ec. z= B * 

ed »* -j- 0* 4 7» 4 ec. = ,<* — »5 

Adunque si avrà 

a = (ir — i)(<d* — — iB — (in — t)/f* — ‘imB. 

E similmente si rinverrebbero i Talari di b , c , ec. 

Ma per pervenire più agevolmente a questi ri «ul- 
ta menti , suppongasi 
A’ =* -f 0 +7 + ec. 

A" =*•-!- 0*4.7 'Jf.ec. 

A'" s= a* 4 0 ’ 4 7’ 4 ec. 

«» 4 4 0 4 +rM- ec. 
ec. 

si avri , com' è noto 
A' =A 

A" =AA' —a B 
A"' «= A A" — BA' 4 3 C 
A" = A A'" — BA” Af- CA' — 4 D 
ec. 

Suppongasi inoltre 

a' — (a — 0)’ 4 (* — 7 )’ 4 (0 — ?)' + 
a" = (« — 0)' 4 (* — y) 4 4(0 — 7^4 «*• 
a'” = (* - 0)‘ 4 (* — 0) 6 4 (0 — *)* 4 ««• 

ec. 

che sono le somme delle radici dell' equazione V , e 
delle potenze seconde , terze , ec. di esse ; si avrà , a- 
nalogamente al già fatto di sopra : 

( 5 1 lina tal cosa si potrà più chiaramente rilevare 

dando ad m un valore numerico , ed eseguendo le ope- 
razioni finora indicate. 
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«' = (m—i)A"— *0-2. ~ €) 

a" 6^2jz£.'^ 

a'" = (m — 1)4*" — 6( A' A’— A" ) + i5 (A" A*— A') —*00222^22^ 

tc. 


o pure , eseguendo le riduzioni di cui tali forinole sono 
suscettive 



2 


a" = mA" — U'A"'+ 6^22 

2 

A" = mA” — 6 A' A -f i5 A" A"— ao 2222 

2 

tc. 


ed in generale 

a<r>s=mA<' r )—*rA , A< ,r —'>4- HQiZljl A"A<' r —'> — ee. . 

a 

+ ar(ar — i) (ar — a) . ■ . (r-f. i) (A^)' 

~ ».a.3 * a 

Determinate per tal modo le (piantiti a, a\ a ", ee., 

(i avranno da esse i valori de' coefficienti a, ò, e, ee. , 
dell'equazione V , per mezzo delle seguenti forinole 
alle quali è di fondamento il Teor. del J. 334- 

' » 

' Le indicazieni (r) , (ar) , (ir— 1 ), ee. servono a 
dimostrare il n amerò di apici che distingue V A \ e cosi 
più appresso nella presente ricerca. 

** 
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a — a' 

^ aa ' — a" 

a 

ba' — aa"+ a'" 

3 

, co" — ba" 4 . aa"' — 

^ 

te. 1 


o" 


Ed ecco in qual modo ti perverri direttamente 
alla determinazione de' coefficienti a, b t c, cc., dell’e- 
quazione V da quelli della proposta X , incomincian- 
do dall’ assegnare i valori di A /<" , j<"'. . . 
poi da questi passando a quelli di a', a", a'", . . . a** 5 ; 
e da essi , come poc’ anzi si è veduto , agli altri a,b,e,... 


Scolio i. 


5 . 46i. L’equazione V esprime egualmente la dif- 
ferenza tra le radici positive e negative dell’ equazio- 
ne X , giacché essa ha per radici i quadrati di quel- 
le differenze ; che perciò risulterebbe la stessa se nell’ e- 
quazione X si cambiasse la x in — z 5 cioè che le ra- 
dici positive di questa si cambiassero in negative , ed 
al contrario le negative in positive. 


Scolio ii. 

J. 46». Inoltre 1* equazione V dovrebbe restar la 
stessa , sia che si accrescessero o si minorassero le ra- 


• Tutte le cose Gn qui generalmente esposte nel a P^" . 
sente ricerca , ti potranno , per comprenderle pus * 8 
mente , eseguire iu casi particolari. 
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dici dell' altra X di qualsivoglia quantità ; perchè con 
tale operazione non si cambia il Talore della differen- 
za loro , che al più nel segno , il quale , come ai è 
veduto nello Scol. preced. , alcuna alterazione non 
induce nell’ equazione V ; che perciò , se l' equazio- 
ne proposta avesse il secondo termine , si potrebbe 
farnelo svanire , senza che , operando su questa tra- 
sformata si venisse ad alterare l’ equazione V . E ciò 
era importante avvertire ; poiché con tal mezzo la ri- 
cerca de’ coefficienti a , b , e , ec. si rende più sempli- 
ce , mentre A divien zero, e quindi anche A' } sicché 
le forinole di sopra recate diverranno 


A’ 

= 0 

a’ ss mA" 

A" 

= — 2 B 

a 

A’" 

ss 3 C 

a’" ss mAT> + i5 A" A”— ■ - 

2 

A " 

ess — BAf' — 

4 D 


te. 

ec . 


a ss a' 

ad — 

i=— — 

% 

ba' — aa" +«"' 
c — 3 

te ' rtst; , steoqow Noi* 

ri, " '!■ » , ) « • « *ir$»»et 1 i «rv a* t O rii 

J. 463. Co*, t. Le radici dell’ equazione V essen- 
do i quadrati delle differenze di quelle dell’ altra X 
ne segue perciò , che se quell’ equazione risultasse collo 
stesso segno in tutti i suoi termini , nel qual caso dovreb- 
be avere tutte le sue radici reali negative , come 

_ q, _ r, «e. *, le differenze delle radici dell’ e-* J.334- 
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quazione X , risulterebbero o tutte immaginarie , e 
deila forma V — P i V — 1 > V — e, ee. , o alcuna 
di esse anche zero . Quindi quest' equazione non po- 
trebbe avere che nna sola radice reale , o pare più 
radici reali tra loro , le quali com’ è chiaro , non 
possono comparire nell' equazione V; il qual caso, se 
abbia luogo , si conoscerà nel modo ebe sarà indica- 
to qui appresso. 

$. 4^4- Coa. u. Se l'equazione X abbia nna o 
più coppie di radici uguali, l'altra V dovrà avere uno 
o altrettanti valori di v=o , di tal che essa sarà di- 
visibile una o altrettante volte per v ; e per conseguenza 
bisognerà che 1’ equazione V risulti mancante dell' ultimo 
termiue , o di altrettanti termini a cominciar dall'ulti- 
mo ; e ti conoscerà per tal modo quante radici uguali 
abbia la proposta . Ma si può in altro modo conoscere , 
indipendentemente dall' equazione V , non solamente 
1' esistenza delle radici uguali nell' equazione X , ma 
aneba il loro numero , come vedrassi nel seguente 

PROBLEMA. 

J. 4^5. Esaminare se un cquaiiotic abbia radici 
uguali, e quante, e quali sicno. 

Rappresenti la X del problema precedente l'equa- 
zioue proposta, dalla quale siasene già ricavata l'al- 
tra U , in cui l’ incognita « rappresenta la differenza 
delle radici dell'equazione X. Egli è però evidente, 
che nel caso di queste uguali , dovrà essere u ss o , e 
l'equazione l) si ridurrà ad Y = 0 , equazione che 
dovrà aver luogo contemporaneamente alla proposta X » 
c quindi tra X ed Y dovrà esservi un massimo co- 
mmi divisore , ebe conterrà le radici uguali dell' *- 
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qua» ione X , una però di meno di quelle che esse 
sono ; e che verri perciò espresso da una funzione 
della x ridotta a zero della potenza n — i , se mai e- 
rano n quelle radici uguali. 

X 

Rappresenti D un tal comun divisore, e sia — =X'; 

sari X / r=o un'equazione in x, che conterrò tutte le 
radici disuguali della proposta X — o, insieme con cia- 
scheduna di quelle che ne avevano altre uguali , cioè 
a dire , che le radici le quali nell' equazione X = o , 
erano multiple , nell' altra X' = o si troveranno esser 
semplici ; e perciò questa equazione X' —o rientrerò 
per la sua soluzione ne' metodi esposti precedentemente. 

Che se vogliasi a dirittura separare nell' equazio- 
ne X=o tutte le radici uguali dalle disuguali, scin- 
dendola in due fattori ridotti a zero , de’ quali uno 
rappresenti il prodotto delle radici disuguali , e l'al- 
tro quello delle uguali . Si cerchi di nuovo il massi- 
mo comun divisore D' tra Y ed X' , e questo non 
potendo esser composto che da’ fattori semplici che 
sono in X', rappresentanti le radici uguali contenute 
nella Y ; perciò divisa X" per D' , svaniranno nel 
quoziente X" tutte le radici uguali della proposta , e 
non vi resteranno che le sole disuguali ; e nel diviso- 
re D' vi resterà una per sorte delle radici uguali : che 
perciò di questa equazione ne sarò agevole lo sciogli- 
mento per mezzo de’ metodi precedenti , e da essa re- 
steranno determinate tali radici. 

$.466. Co*. Se l’equazione X avesse avuto tutte 
radici uguali, senza averne disuguali , in tal caso la D' 
si troverebbe essere 1 , e la X' = o sarebbe l’ equa- 
zione die conterrebbe le radici uguali della proposta 
una per sorta. 
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Scolio. 

5- 46/* Conoscendosi nel' modo anzidetto il nu- 
mero delle radici reali , tanto disuguali che uguali del- 
1’ equazione X ; se questo numero sari minore del gra- 
do di una tale equazione , se ne conchiuderi che le 
altre radici sieno necessariamente immaginarie. 

5- 4<>8- In generale , perchè l’ equazione X abbia 
tutte le sue radici reali , bisogna che sieno reali an- 
che i valori di u nell’ equazione U del Probi. J. 46®, 
e però che i valori di u’,o di e, nell’altra equazione V, 
sieno tutti reali e positivi . Quindi 1’ equazione V dee 
avere tutte le sue radici reali positive ; e perciò i se- 
* $.336.gni di questa equazione dovranno alternarsi * : di tal 
che mancando questa condizione , sarà un segno che 
1’ equazione X abbia necessariamente radici immaginarie. 

469 - Or sieno * + /3 V — 1 — /3 V — 1 due ra- 

dici immaginarie dell’equazione X, sarà u= + a/9V — 1 
e quieta v — — 4(9'. Dal che si vede, che 1’ equazione V 
avrà tante radici reali negative , per quante coppie di 
radici immaginarie corrispondenti vi sono nell’ equa- 
zione X. 

Laonde se facciasi v = — w, il che cambierà l'e- 
quazione V nell’altra 

w" 4 . aw *— 1 4 . èw*— ' -f cvr»— > -J- cc. = o W 
questa equazione avrà necessariamente altrettante radi- 
ci reali positive , per quante coppie di radici imma- 
ginarie vi saranno nell' equazione X. 

S 4" o D * c ‘* segue , che per avere i valori delle ra- 
dici immaginarie dell’ equazione X ; uon bisogna far al- 
tro, che cercare le radici reali positive dell’equazione W. 
In falli esse sieno w', w", w'", ec.\ si avrà da prima v 
uguale a ciascuna di queste, presa col segno contrario , e 
quindi 4/3’ uguale ad ognuna di esse col proprio segno : 
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2X2 

per otlcnere i valori corrispondenti di jr, basterà nel- 
l'equazione X sostituire « -{- fi V “ i in luogo di *, e 
poi paragonare separatamente a zero i termini di essa 
che risulteranno reali , e gli altri che saranno immagi- 
nar) ; il che darà luogo alle seguenti due equazioni in ». 

»“ + 7»*"— 1 + 9»”—* -(- cc. = o 

mx m ~’ px m — • -f- qx"~ 1 -\-ec. — o 
in aii i coefficienti P, Q, ec., p, q , ec. sono espres- 
si in a , b , e , ec. ed in fi. 

Che perciò dando a fi alcuno de' valori prece- 
denti , bisognerà che queste due equazioni abbiano luo- 
go ad un tempo stesse , e per conseguenza che abbia- 
no un divisore comune. Si cercherà dunque un tal co- 
mune divisore , e pareggiatolo a zero , si avrà un’ e- 
quazione in « e fi , per mezzo della quale si cono- 
scerà s , essendo già nota fi. 

5.471. Si osservi , che se tutti i valori di ^ricava- 
ti dall'equazione W sieno disuguali tra loro , allora a 
ciascun valore di fi dovrà corrisponderne nn solo di s ; 
e quindi quelle due ultime equazioni in », non potran- 
no avere che un divisore comune di primo grado, cioè 
una sola radice. Si spingerà dunque la divisione fin- 
ché giungasi a tal residuo , che non contenga 1 ' » che 
al primo grado , e si pareggerà a zero questo residuo ; 
ti avrà da questa equazione il valore di a . 

Che se poi tra i. valori di fi ricavati dall' equa- 
zione W, ve ne abbia più uguali , per esempio due , 
allora siccome ad ognun di essi possono corrispondere 
valori diversi di » , bisognerà perciò che sostituito quel 
valor doppio dì fi nelle due equazioni ultime , esse pos- 
sano aver ugualmente luogo per rapporto all' uno eS 
all'altro da’ valori di « che vi corrispondono: laonde 
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tali due equazioni avranno necessariamente due radici 
comuni ; e perciò il loro massimo roiuun divisore ri* 
cullerà del secondo grado Quindi in tal caso si dovrà 
spinger la divisione fino ad un residuo, ove « sia al 
secondo grado solamente ; ed allora pareggiando a zero 
un tal residuo si avrà un' equazione di secondo gra- 
do, dalla quale resteranno determinati i due valori 
di a corrispondenti ai due di fi ; e questi dovranno 
essere , com' è chiaro , tutti due reali. 

Similmente se i valori uguali di jì fossero tre , si 
spingerebbe iunanzi la divisione fino ad un residuo, nel 
quale la potenza più elevata di a fosse la terza ; ed 
allora pareggiando a zero un tal residuo , si avrebbe 
un' equazione in j. del terzo grado , la quale farebbe 
conoscere i tre valori reali di x corrispondenti ai tre di 
£ cosi in seguito. 

Esempio I. 

J. 47*- •A' 1 cerchi sapere se f equazione 
i* — x 5 — 4-t* -|- a x* -f- 5x* — x — a = o X 
abbia radici uguali , e quante , e quali situo 
Si ricavi da essa l'altra equazioue 
6x s — 5x 4 — i6x' -j- 6x’ -f- tox — i == o Y 

£ cerchisi tra tali due equazioni il massimo co- 
rnuti divisore, che si troverà essere 

x‘ + x* — x — i D 

conterrà quest’ equazione le radici uguali della propo- 
sta. E divisa la quantità X per quest' altra D, si avrà 
x’ — ax* — x -J- a =a o X' 

che avrà tutte le radici della proposta X, con la con- 
dizione solamente , che le multiple della X sono sem- 
plici nella X'. 
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Si cerchi di nuovo il massimo comun divisore 
Ira Y cd X' , che si troverà essere 

** — 1=0 D' 

« diviso X' per D' , si avrà per quoziente 

X — 3 = o X" 

Che perciò le due equazioni, 1 ’ una per le radici ugua- 
li semplici dell’ equazione X , e l'altra per le disugua- 
li , saranno le seguenti 

x* — imo , o sia (r — i)(x -|- 1) a o 
* -1 = 0 

La prima delle quali manifestamente indica , clic le 
radici uguali erano della forma 
x — is=so , x -}- 1 = o 
$. 4 / 3 - Scol. Nel caso presente , se da principio 
si fosse maneggiata 1 ' equazione 

x 5 -f- x’ — x — imo D 

che chiaramente si vede scindersi ne' fattori 
(x* — 1) (x + 1) = o 

o sia (x — 1) (x -f- i)’ o 1 

si sarebbe subito trovato, che le radici eguali della pro- 
posta erano x — 1 ed x -j- 1 , e due della prima for- 
ma , tre della seconda ; ond' è che dividendo la X' 
per (x — i)(x+ 1) si sarebbe avuta l'altra radice di- 
suguale della medesima , espressa come si era di sopra 
già osservato da 

x — 2=0 
Esempio li. 

$. 4 / 4 - <$*• ora proposta l equazione 

x c — 3 x* -J- 2 = o X 

e si voglia esplorare se essa abbia radici uguali, e qua- 
li , e quante fieno. 
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Da essa si ricavi la seguente 

6 x s — 6 x = o Y 

E cercato tra queste due il massimo comun divisore , 
si troverà questo essere 

i’— 1 = 0 D 

Indi divisa la X per D , si avrà 

x* -|- x’ — a = o X' 

E procedendo innanzi per aver le due equazioni sepa- 
rate , una che contenga tutte le radici uguali , e l’al- 
tro le disuguali : si cerchi il massimo comun divisore 
tra Y , X', che si troverà essere anche 

x’ — 1 = 0 D' 

e diviso X' per D' si avrà 

x' -J- a = o X" 

Laonde l’ equazione per le radici uguali della propo- 
sta sarà 

x ‘ — 1 = 0 

e quella per le disuguali sarà 
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CAPITOLO VI. 

DE’ LIMITI DELLE RADICI DI UN’ EQUAZIONE , 

E DEL LORO USO IN APPROSSIMARE 
IL VALORE DI QUESTE. 

5 - 47^. I metodi di approssimazione sono stati 
sempre considerati da' matematici di ogni tempo come 
Tunica risorsa alla quale appigliarsi , quando altra 
strada non si vegga , clic alla soluzione esatta di una 
qualche quistione possa guidare ; e T antica Geome- 
tria , non ostante T estremo rigore che vantavasi 
porre nel suo procedimento , non isdegnò trattarli a 
proposito , e grandi vantaggi da essi ottenne pel suo 
compimento. Mancheremmo sicuramente , non solo di 
tante belle ed importanti verità lasciateci da Archime- 
de nelle sue opere , ma anche di molte necessarie ve- 
rità elementari registrate da Euclide ne’ suoi libri di 
Geometria , se a questo metodo non si fossero , que’savj 
nostri maestri rivolli di buon' ora. 

Or se T antica Analisi non isdegnò ricorrere ad 
essi pe' snoi bisogni , quale uso vantaggioso non dovrà 
mai sperarsi da’ medesimi nelle speculazioni della mo- 
derna , metodo assai più attivo ed univnsale , e che 
perciò di maggiori mezzi ha bisogno per le sue ap- 
plicazioni. Quindi è che i moderni analisti, fin che spe- 
rarono di riescine nello scioglimento delle equazioni 
con metodi universali ed esatti , di questi si occupa- 
rono solamente; ma appena si avvidero dell'estrema 
difficoltà in protrar questi nello scioglimento delle e- 
quazioni , ben presto si rivolsero a’ metodi di appros- 
simazione . 

Il fondamento di tali metodi , de’ quali 
breve ragioneremo , si è la ricerca de* limiti 
dici delle equazioni . 


noi tra 
delle ra- 
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$. 476 . Dtp. Due quantità si dicono limiti di una 
o più altre , se queste si ritrovino sempre comprese 
tra quelle due , sicché delle quantità intermedie , al- 
cuna non possa esser minore della più piccola delle 
quantità lìmiti , uè maggiore della più grande. £ que- 
sto secondo limite si dirà in più , il primo in meno . 

J. 477- Scol. È chiaro dal J 354 i c ^ e > limili 
delle radici reali di un' equazione , o di una di esse 
solamente, debbano essere tali quantità , che sostituite, 
or 1’ una or 1’ altra, in quell’ equazione , diano per e- 
spreSsione di essa due risulta nienti di segno contrario. 

J. 4?®- P° r poco che si rifletta su questa ricerca 
de' limiti delle radici di un’ equazione , si rileverà che 
quella de' limiti in più per le radici positive si ridu- 
ca a ritrovare tal quantità , della quale minorate tut- 
te queste radici dell equazione , le differenze risultino 
tutte negative, o sia che l'equazione risultante delle dif- 
ferenze non abbia affatto variazioni di segni ; poiché 
iu tal caso si vede , che la quantità di cui si sono mi- 
norate le radici di quell' equazione era maggiore di 
ciascuna di esse positive. Su questo principio è fondata 
la seguente maniera adoperata dal Newton. 

5-479- ^ voglia il limite in più delle radici po- 
sitive della seguente equazione 

+ AiT-' + Bx + Cx . . . . o 0 M 

Si trasformi essa in un’ altra, col porre x =_>■ -f. 
e questa ordinata per rapporto alla y , incomincian- 
do dall’ ultimo suo termine , sia la seguente 

P '+ + A/’ + S'y' = o M' 

*5- 39 0 ove com’ è noto * 
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et. 

Ciò posto , se cerchisi tal valore della I , che ren- 
da positivi tutti questi coefficienti jP' , Q' , B' , ec. , 
nella qual ricerca si comincerà dall' ultimo di essi , eh 'è 
sempre di due soli termini , e man mano si salirà 
al primo ; sarà in tal caso / il limite cercato. 

J. 48o. Cosi volendo il limite delle radici positi- 
ve dell’equazione 

a? — ax 4 — iox* -f- 3ox* -f- 63* + 1 ao = o 
in cui le quantità P' , Q' , R' , S' , T' sono espres- 
se rispettivamente da 

P — a/ 4 — 10 P -f- 3o/’ -f- 63/ -f- tao 
5P— 8P — 3oP + 60/ +63 
io/ 3 *— i»P — 3o / + 3o 

io/* ■ — 8/ — io 

5/ — a 

ti troverà, che il minor numero intero, che soddisfac- 
cia alla condizione di render tutte queste espressioni 
positive, sia a ; ond’ è che a sarà il limite in più delle 
radici positive dell’ equazione proposta. 

$. 48 1 . Che se si domandasse il limite in meno 
delle radici negative della medesima , il procedimen- 
to sarebbe lo stesso , sol che si cambiassero in essa le 
radici negative in positive , la qual cosa si ottiene cam- 
biando i segni de’ termini pari * : ed in questo caso ,* J.334- 
per la presente equazione , si troverebbe pel limite 
cercato — 3 ; ond’ è clic i due limiti tra i quali si 
troveranno le radici della proposta saranno — 3 , + a. 

>9 


. 
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5.48a. Ad evitare ogni tentativo nella ricerca del 
valore di /, soddisfacente alla condizione di rendere tutti 
* 4;9 posilivi i segni de' termini della trasformata M / *, il 

Maclaurin ha somministrato il seguente 

TEOREMA. 

5- 4^3. Il maggior coefficiente negativo di un’e- 
quazione accresciuto di 1 , supera sempre la maggior 
radice di tar equazione. 

Sia l'equazione 

x m — Ax—‘ — Bx m — — Cx "~ J — . . . —P=o 
in cui suppongansi negativi tutti i segni, fuori quello de! 
primo termine , ed essa si trasformi, ponendo x=p-\-l, 
nell’ altra 


mtm — il m(m — lYm — sii * . . 

r+ mlj + V -.-f rr— ■ •+'- 

— dy m —' — (m — 1 )Aly m —' — ( m _ ‘X " 1 — » _ — jflm 


— B f*—' 


— (m — 1 ) Bl /— 5 


. —Bt*- 
. _CJ«- 


nella quale chiaramente si vede, che i termini della pri- 
ma linea debbano essere lutti positivi , e lutti negati- 
vi quelli delle altre linee. 

Sia A il maggiore de’ coefficienti della proposta e- 
quazione , e pongasi nella trasformata l = A -f- 1 ; 
i coefficienti di essa prenderanno la seguente forma 
rispettiva . 
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m* m{m - ~ ll(A+iy-(m- l w+iy-B 

IV- K ? -, , Xm- a) , A+ iy _ (m-.Xm-a) w 

1.3.3 v>/ s.a ' 

ee. 

ne’ quali si ravvisa chiaramente, che la parte negativa 
sia sempre minore della positiva, rappresentata dal solo 
primo termine di ciascuna di quelle espressioni ' ; 
ond‘ è che quel valore della l adempia alla condizione 
di rendere positivi tutt* i termini della trasformata. 

Che se i coefficienti A , B , C , ec. dell’ equazio- 
ne proposta non si fossero supposti tutti negativi , in 
tal caso i coefficienti della trasformata avrebbero avuto 
positivo, oltre il primo termine, anche quegli altri ove 
contenevansi per fattori i coefficienti positivi della pro- 
posta ; che perciò , se nel caso del solo primo loro 
termine positivo, e degli altri tutti negativi , essi risul- 
tavano positivi , tanto più lo dovranno essere , quan- 
do altri termini positivi accrescano la grandezza del 
primo. Ond’ è che il teorema proposto resta general- 
mente dimostrato. 

$. 48 f. Scol. Bisogna osservare, che la maniera 
poc' anzi esposta, per ottenere il limite delle radici di 
un’ equazione , rare volte , come lo avverte lo stesso 
Maclaurin , dà il limite più prossimo ; e che conviene 
perciò più spesso attenersi alla regola di sopra data , 
sebbene di puro tentativo . E solamente si potrà far 
uso del precedente teorema , per conoscere da qual 


s Per rendere ciò anche piu evidente , si potrò dar 
luogo al caso piu sfavorevole di supporre che lutti gli 
altri coefficienti , B , C , re. pareggino A, die si « sup- 
posto il massimo. 


»)B(A+,)-C 
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punto bisogua cominciar a prendere per / numeri 
sempre minori ; e si prenderà in fine il più piccolo 
di quelli che soddisfano alla condizione di render 
» $. Q', R\ S" ec. * numeri interi positivi. 

$. 4^5. Giunto cbe si c ad ottenere il limite in 
più delle radici positive di un'equazione, se voglian- 
si i limiti più prossimi di ciascuna di esse , o sia que* 
termini i più ristretti tra i quali essa è compresa , 
e da ciascun de' quali differisce per meno dell’ uni- 
tà. Ecco la considerazione cbe dovrà farsi. 

5 . 480. Dal $. 349 si rileva , cbe sostituendo in 
una qualunque equazione, in luogo dell' incognita, nu- 
meri in progressione aritmetica , tal che 

o , J , ad , 3 S , 4® , . . . . ec. 

i risullamcnli debbano formare una serie, in cui Un- 
te variazioni di segno vi saranno , quante sono le ra- 
dici reali positive e disuguali di quell' equazione , cbe 
sì differiscano però per meno ebe la deferenza S della 
progressione . Di tal cbe , se prendasi S uguale, o pur 
minore della più piccola delle differenze tra le diffe- 
renti radici positive e disuguali dell'equazione, la se- 
rie di cui si trattava avrà necessariamente tante varia- 
zioni di segni, per quante radici reali e disuguali con- 
terrà l'equazione. 

§. 4^7- Quindi se l'equazione non possa avere 
die una sola radice reale positiva , o anche se ne ab- 
bia più, le cui differenze però non sicno minori dell' u- 
nili , è chiaro ebe potrà supporsi 5 = 1 , cioè a di- 
re, ebe basterà sostituire per 1 ’ incognita i numeri na- 
turali o , 1 , a , 3 , ec. Cbe se poi vi sicno nell’ e- 
quazione radici disuguali a differenze minori di 1 ; in 
tal raso bisognerà prendere J uguale 0 minore della 
più piccola di tali differenze. Quindi è che la difficoltà 
nella presente ricerca è ridotta a qui Ila di rinvenire 
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il valore da darsi a S , che dipende dal 5- 4$° i e ciò 
nel modo che segue. 

J. 488. Giunti all' equazione V del J. 46o , essa 
si riduca liberandola dalle radici uguali se mai ne ab- 
bia , col dividerla tante volte per v quante volte n' è 
suscettiva , cioè quante sono tali radici , sicché pren- 
da la seguente forma 

1 -J- qr + iv’ -f sre* = o 

ove t è uguale o minore di n ; ed in questa ponga- 
si v ma — , sicché essa si trasformi nell’ altra 

y 

+'•/-’ ■ ; • ■ • + a = ° 
sarà chiaro , che se il limite in più delle radici po- 


sitive di questa sia /, 


I 

7 


sarà minore di ciascuno de' 


valori positivi di — , o di v ; e per conseguenza di 

ciascuno de’ valori di «’ : Laonde sarà necessaria- 
mente minore di ciascuno de' valori di u , cioè a dire 
di ciascuna delle differenze tra le radici reali e disu- 
guali dell’ equazione proposta X*. * J.460. 

Che perciò , se Vf < 1 > *' 5ar ^ sicuro che tale 
equazione non abbia radici reali le cui differenze sic- 
no minori dell’ unità ; e perciò in tal caso si potrà 
porre senza esitare 3 = 1 . Ma se \ / = , 0 pur > 1 , 
allora può avvenire, che in quell’ equazione vi sieno ra- 
dici le cui differenze sieno minori dell’ unità ; ma sic- 
come la più piccola di tali differenze è sempre maggio- 
re di ^ , si potrà sempre prendere 3=s, o pur < — ^ . E 

generalmente se h sia tal numero che pareggi , o pur 
sia prossimamente minore di \Jl , si potrà sempre pren- 


dere ? = 


T 


\ 
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J. 4^9- Quindi nell' equazione M di cui si è cer- 
cato di sopra il limite / delle sue radici positive si 

ponga S = ; in seguito di che , se nell' equazio- 

ne proposta sostituiscansi successivamente iu luogo del- 
l' incognita i numeri o , -jr-, , y , ec. fino al va- 


lore k, o prossimamente minore, i risultamenti ditali 
sostituzioni formeranno una serie , in cui vi saranno 
tante variazioni di segni per quante radici reali posi- 
tive e disuguali avrà la proposta. E ciascuna di tali 
radici si troverà tra que' due numeri, che avranno dati 
risultamenti consecutivi di segno contrario : di tal che 

. . . .A l4-i 

se questi sieno 1 numeri — ed — j — 5 il numero 

** A 


intero , che sarà lo più prossimo ad ~ sarà quello 


che darà il Valore più approssimativo di questa radi- 
ce. E cosi si conoscerà non solamente il numero delle 
radici positive e disuguali dell’ equazione proposta , 
ma eziandio il valore intero approssimante per cia- 
scheduna . 

5 - 4 t)°- Che se nell’ eseguire quelle sostituzioni si 
avesse per risultamento una o più volte zero , per 
riasruua di tali supposizioni si avrebbe un valore esatto 
"{ 4 i'.dtir incognita *. 

§. 4y * - Per abbreviare le sostituzioni, si ponga a 


dirittura nell' equazione preposta 


x 

Y per x, o pure, 


che sarà lo stesso , si moltiplichi l' equazione termine 
a termine per la progressione i , k , k' , k' , ec , ed 
in seguito in questa sostituiscansi per x i numeri 
l > 3, 4 ec ■ *' no *1 limite di tal' equazione , o pure 
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fino a che il primo termine , o la somma de’ primi 
termini , se vi sieno più di questi consecutivi col se- 
gno stesso j sia uguale o pur maggiore della somma 
de’ negativi. I risultamenti di queste sostituzioni saran- 
no numeri interi , e le radici dell' equazione propo- 
sta si troveranno necessariamente tra i numeri conse- 
cutivi che daranno risultamenti di contrario segno , 
divisi tali numeri per k . come di sopra si è veduto . 
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CAPITOLO VII. 

NUOVO METODO DI APPROSSIMAZIONE PER LE 
RADICI DELLE EQUAZIONI NUMERICHE. 

J. 4 <P- Si è già veduto come poteva ottenersi il 
numero intero più prossimo ad una radice di un’ e- 
quazione , di tal che la differenza di questo dal vero 
* S '48 6 . yalore della radice fosse minore di 1 *, conviene ora 
esaminare in qual modo questa differenza possa sem- 
preppiù minorarsi , fino a quel grado che si voglia. 

Seguiremo in tale argomento il nuovo metodo da- 
to dal signor Lagrange , che per altro non diffe- 
risce da quello del Newton , prima di lui più comu- 
nemente adoperato, se non che nel modo di determi- 
nare le quantità da aggiugnersi o togliersi da) valore 
già ritrovato della x, per maggiormente approssimarlo. 
J. j y 3 . Sia l’equazione 

Ax m -f- Bx m ~' -J- Cx m ~' -|- ec. . . . -f- P b 0 M 

nella quale siasi già ritrovato il valore intero p più 
prossimo di una sua radice reale positiva, tal che sia 

jr > p ed ot</>-f-i.Si faccia x = p — , e con tal 

supposizione si trasformi l' equazione proposta in un' al- 
tra , che , fatte le convenienti riduzioni , sarà della se- 
guente forma 

Aj m + B’y— + cy— -f. ec. . . . + P’ = o RI' 


E siccome , per ipotesi — > o, e < 1 , si avrà 
y > I ; perciò questa equazione dovrà avere almeno 


una radice reale maggiore di 1. 

'5487- Si cerchi dunque, pc’ metodi già esposti 
loro intero più prossimo a questa radice ; e 


*, il va- 
siccome 
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essa elee esser necessariamente positiva, basterà perciò 
considerare y come positiva. 


Sia q un tal valore; e si faccia di nuovo yz=zq -(- 


1 

z 


s 


colla quale sostituzione si trasformi l'equazione M' in 
un' altra in z , che sia la segueute 

A"z m + B 'zT—' 4. C"x— + ec. . . . 4 ■ P" = o M" 
la quale avrà pure necessariamente una radice reale 
maggiore di 1 , di cui si potrà similmente ritrovare 
il valore approssimante r. 


Si fàccia z = r -f- — , e con questa nuova tra- 
sformazione si avrà un' equazione in u , che avrà al- 
meno una radice reale maggiore dell' unità, che sia s ; 
e cosi in appresso. 

Laonde per tal modo la x verri ad esser rappre- 
sentala dalla frazione continua 
*=A>+_ L 


7+_ L 

r -f- ec. 

la quale prolungata fin dove si vuole , e poi ridotta 
in frazione ordinaria *, che risulta irriducibile darà 
un' espressione la più semplice , e nel tempo stesso la 
più esatta possibile della radice proposta. 

J. 49$' Le frazioni ordinarie corrispondenti alle 
frazioni continue successive 


*s- 

•i 


121 . 
123 . 


il . p + j_ » p +_•_ 

* 7 7 +_L 


sit uo dinotate da 



ove , coni’ c nolo * 


» />+ ' 

7+J_ 

r +_L 

s 


i 



cc. 


ec. 


•Jiai: 
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0 

ef 

a" 


— P 
= 1 a 
“ ra 


b B I 

-f- l b' ss qb = 9 

+ « ft" = i*' + » 

+ a! V" = li" + 4' ' 

ec. ec. 

È chiaro cbe tali frazioni convergeranno aempreppiù 
vcrio il valore della x , del quale la prima di esse 
ne sarà minore , la seconda maggiore , la terza mino- 
re , e cosi in seguito alternandosi, di tal cbe il valor 
vero della x si trovi sempre medio tra due di quelle 
frazioni successive. 

J. 495. Prendami continuamente le differenze tra 
due successive frazioni , si troverà essere 


a 

V 


/// 


a 

T 

ec. 


ti 


a 

"T 

b" 

a" 

v 


I 

: TP 

1 

'VP 7 

'VP 77 


il che iudica , cbe le frazioni — - 77- , >77 ec - non pos- 

sono mai differire dal vero valore dir, che di una quantità 

rispettivamente minore di -L-, , , — p? ec. E da 

ciò si potrà facilmente conoscere fino a qual grado di 
approssimazione siasi giunto, arrestandosi ad un certo 
termine della frazione continua , o pure , al contra- 
ilo , fino a qual termine di questa bisogni giugnere , 
per ottenete un dato grado di approssimazione. 

E siccome b'>b , b'">b ' , ec. si avrà 
11 1 . 1 

T*' bb' * V %> b'b" ,te ' 

donde si rileva , cbe il grado dell' errore di ciascuna 
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(razione sia sempre minore dell’ unità dirisa pel qua- 
drato del denominatore di tal frazione. 

$. 496. Conviene anche osservare , che non sola- 
mente ciascuna frazione si approssima sempreppiù al va- 
lore della radice dell’ equazione , ma ancora più che 
non potrebbe fare una qualunque altra frazione di de- 
nominatore più piccolo. In fatti , se la frazione — si 

a" 

approssimasse piu che 1 ’ altra y , n essendo min ore 


di b " , bisognerebbe che la quantità — si trovasse 

a " a" r 

tra y, ed -prr'i e q“*mH sarebbe 

m a " a'" «" « 

a ~b" < V 7, ~F T< b''b"' ' ^ 0i 

e perciò mb" — na" < y, < 1 c > o ; il che non 


può aver luogo , poiché a", b", m , », sono nume- 
ri interi . 

J. 4q7- Se mai nel corso delle diverse operazioni 
fatte per approssimare il valore della x , si trovi per_y, 
o z , o ec. un valore esatto ; in tal caso la frazione 
continua sarà terminata , e la sua espressione sarà com- 
mensurabile , del pari che il valore della * eh essa 
dinota * . In ogni altro caso il valore della x sarà* J. 118. 
necessariamente incommensurabile*. *J.i 34 . 

§. 4 y 8 . Ciò clic si è qui sopra eseguito per un 
solo valore intero approssimante p di una radice del- 
r equazione M , potrà farsi per ogni altro simil valo- 
re p' , p" , ec. Bisogna solamente osservare , che se 
questi numeri p , p' , p" , ec. sieuo tutti disuguali tra 
loro, in tal caso le trasformate M' , M" , cc. del 
J. (i)3 non avranno clic una sola radice reale maggiore 
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dell' unità. Imperocché, (e, per esempio, 1' equazio- 
ne M' potere «Ter due radici reali maggiori dell’ u- 


nità , tal che y' , y" , 


si avrebbe perciò x t= 



ed x=tp ■ 4 -- 7 > » di tal che questi due valori della x 

avrebbero per Talore intero approssimante lo stes- 
so numero p , contro l’ipotesi. E lo stesso varrebbe 
per RI" , ec. Donde ne segue , che per trovare i va- 
lori iqfcri approssimanti q , r, cc. delle radici delle 
equazioni M' , M" , cc., basterà sostituire successiva- 
mente in luogo di y , z , cc. i numeri naturali po- 
sitivi i , i , 3 , ec. , fino a cht giungasi a due sosti- 
tuzioni successive , clic dieno risullamcuti di segno 
•$. 34g contrario ’. 

J. 499- Che se poi la jr si ritrovi aver due va- 
lori i quali abbiano lo stesso valore approssimante p ; 

in tal caso è chiaro, che ponendo x — p -f- — , la tra- 
sformata M' in y deliba aver due valori di y maggio- 
ri dell’ unità . E se questi saranno disuguali ed e- 
spressi da q , q' ; in tal caw facendo separatamen- 
te y = 1 — , ed y 5=3 q -| ; , si verrebbero ad ave- 

re due diverse trasformate RI" in z , ciascuna delle 
quali dovrà aver per z un valore reale più grande 
di 1 ; e quindi si continuerà ad operare sopra di esse 
come sta detto nel $. 4<j3. 

Che se poi par que’ valori della y abbiano uno 
stesso valore approssimante , allora l’equazione M" 
dovrà avere due valori di : maggiori di 1 . E casi pro- 
rrderassi in seguilo , finché si pervenga ad un* equa- 
zione nella quale i due valori dell’ incognita abbiano 
valori approssimanti diversi ; da’ quali in poi proce- 
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dendo innanzi , è chiaro che le trasformate risaltan- 
ti da ciascuno di que' due valori non avranno più else 
una sola radice maggiore di i. 

J. 5oo. Ed una simil considerazione potrà esten- 
dersi al caso in coi nell' equazione proposta vi fosse- 
ro tre o più radici, le quali avessero tutte uno stesso 
valore intero approssimaute. 

$. Sol. Nella ricerca fatta nel J. 4d^ e seguenti 
si è supposto , che le radici cercate fossero positive : 
quando però si volesse le negative , basterà porre 
nell’ equazione M proposta — * in luogo di x , ed 
indi cercare le radici positive dell’ equazione che cosi 
si ottiene , le quali verranno ad essere le radici ne- 
gative della proposta. 
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CAPITOLO VIE. 

APPLICAZIONE DE’ METODI PRECEDENTI 
AD ALCUNI ESEMPI. 

§. 5oa. Si vogliano per approssimazione le radici 
deli equazione 

x* — a* — 5=o 

eli’ è quelli stessa alla quale applicò il Newton il suo 
metodo '. 

Si cerchi primieramente 1 equazione ai quadrati 
delle differenze delle radici della proposta , cioè 1 e- 
quazione V del J. 4^° > 0*° per ottenerla , si para- 
goni 1’ equazione proposta coll’ altra X del citato 5* 
si avri mt=a 3,^f = o,£ = — a, C = 5, c quindi 

b= ^ = 3) A'=no, A" = 4i A"' = i5, A" = 8, 

A* = 5o, A*' — 91 ( App. al Cap. I. Lib. III. n. /) : 

* J. 461. donde ne deriva * a.' — 13, a" = 73 , a'" = — 1 497 » 

e perciò a=ia, i = 36 , c = — 643 j di tal che 
F equazione cercata sari 

— 1 3iz’ -I- 36n -j- 643 o V 

la quale non potendo avere che una sola radice posi- 
tiva , ne segue perciò che la proposta debba necessa- 

* 5.468. riamente avere due radici immaginarie*, e per conse- 

guenza una sola reale , che per trovarne i limiti ba- 
( steri porre successivamente * = o, = 1 , = 3, = 3, s= cc. 
Cu clic si giunga ad ottener due risultamcnti di segno 
contrario. E siccome da tali supposizioni si hanno per 
l'equazione proposta i risultamcnti — 5, —6, — 1, -f- 16; 
si vede perciò che la radice cercata cada tra a e 3 , 
ond’ è che a sia il valore intero più prossimo di tal 
radice ; e perciò p — a. 

* Mah. des Finzioni et des Suitrs infima. J. 11. 
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Si ponga quindi, por avvicinarsi più al vero va- 
lore, seguendo il metodo del cap. prec., o- = a , ri- 

sulterà l’ equazione 

y l — ioy’ — 6> ■ — i = o 

nella quale vi sono stati cambiati tutti i segni , a fi- 
ne di rendere positivo il primo termine ; e ciò resti 
da ora avvertito, anche per le altre volte cbc si tro- 
verà praticato in appresso. Or una tale equazione 
dovendo avere necessariamente una radice maggio- 
re di i *, basterà però, per trovare il valore ap-'J. 4 g 3 - 
prossimante di questa , il fare come più sopra y o, 

— 1 , = a , = 3 ec. fino a che si abbiano per 1 ’ e- 
quazione due risultamenti di segno contrario . E nel 
procedere in queste operazioni avvertasi , che siccome 
si vede che la sostituzione di y = o dà un risultamen- 
to negativo, e che facendo y= io continua tuttavia 
il risultaiuento ad esser negativo , cosi potranno tra- 
lasciarsi tutte le supposizioni precedenti al numero io, 
come inutili, ed incominciare dal porrcj=io, =i t,ec. 
e da queste per 1 appunto ottenendosi i risultamenti 

— 6i , -{- 5 \ , cc. , si conchiude che il valor pros- 
simo di y sia io, cioè q = io*. *§. 48o. 

Si faccia quindi y= io-) , e si avrà 1 ’ equaz. 

Gii 1 — g 4 z’ — aoz — i =a o 
nella quale posta In t = 1 , = a , CC. si avranno ■ 
risultamenti — 54 , + 71 , ec. che danno per valor 
prossimo della t 1‘ 1 , e perciò ras t *. '5- 4^°- 

Si continui ancora a porre s = 1 -) , e si avrà 

ifju 5 i 5 u' — 8yu — 61 = 0 
ove pouendo « = 1 , t=i z, ec. si hanno i risultamen- 
ti — " 1 -p iy.1 , cc. che danno isi. 
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Continuando per tal modo ai troveranno gli al- 
tri numeri a, 1, 3, 1, 1, ta, te. per denominatori 
degli altri termini successivi della frazione continua 
clic rappresenta il valore sempreppiù approssimante 
della x ; ond' è clie questa verrà ad essere espressa 
nel seguente modo 
x— a -)- 1 

to + ^ 

1 +j_ 

1 +JL 
2 +_L 
1 +_L 

3 ee. 

*5- lai. donde si ricaveranno * le frazioni 

a ai a3 44 1,1 1 55 576 y3i 1307 1 64 1 5 

1 * To’ 53 ’ 74 * *75’ 349* 614* 7837 5 ee ' 

clic saranno alternativamente minori e maggiori del 
valore della x. 

$. 5o3. Volendo anche il valore delle altre dne 
radici dell’ equazione proposta , quantunque immagi- 
narie , si otterranno col metodo proposto nel $.470, 
nel seguente modo 

Nell'equazione in v di sopra trovata si catnbj la 
v in — sv , si otterrà la seguente altra 

w 1 -|- 1 aw' -J- 3thv — 643 r= o 
della quale non si tratterà più che cercarne una radi- 

* 5. 47e.ee reale positiva * 5 ed è chiaro che debba averla su- 

* J.35i bito che ha l’ultimo termine negativo * ; e di tal ra- 

dice se ne troverà il valor prossimo espresso in nu- 
meri interi, per mezzo delle sostituzioni successive ivoo, 
si, oi, s= 3 , ec. : per tal modo si avrà w = 5 
prossimamente. 

Si faccia dopo ciò sv = 5 + — , si avrà 
38n’ — i3iu’ — 37U — »=o 
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è facendo successivamente u = o , = i , = a , ec. , si 
troverà per u il valor prossimo 6 . 

Si continui dunque a porre ueS-f- y,e si avrà 
la seguente equazione 

* 711 * — i3o5<’ — 453t — 38 — o 
dalla quale , con le solite sostituzioni di x = o, = 1 , 
c= 2 , ec. , si ricaverà t— 5 prossimamente 

Si ponga quindi x — 5 4 - —, e si avrà 1' equazione 

A) 

I 053® 1 — 6822®* —2760® — 271 = o 
la quale dà 6 per valore più prossimo di ai . E cosi 
in seguito. 

Per tal modo si verrà sempreppiù approssimando 
il valore di tv , che si troverà espresso dalla seguente 
frazione continua 


tv= 5 -f* * 

r +i_ 

5 + l_ 

64 .ec. 

% , 

dalla quale ricavansi le frazioni particolari 


£ 

1 



160 ogi 

3 i 192* 


ec. 


Or conosciuto il valore di tv , si verrà a conosce- 

Vtv 

re quello di £ sa —— *, che dinoto per b. Ciò posto* J.47<>- 

si sostituisca * -f- i V — 1 in luogo di x nell' equa- 
zione proposta , e si pareggino separatamente a zero i 
termini reali , e gl’ immaginar) , dal che risultano le 
due equazioni 


*' — (36* 4- 2) » — 5 e= 0 
3»* — b' =3 0 

20 


1 
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le quali dovendo aver luogo ad un tempo , dovranno 
perciò avere un comun divisore, che nel cercarlo ba- 
sterà solamente spinger 1' operazione fino a quel resi- 
*5- 47 1 .duo ose « si trovi al primo grado * : ed un tal resi- 
, J M* + 4 _ c 

duo essendo — * — 5 , si avra , pareggian- 

dolo a zero 

j5 

* = “ JJàjT+T) 

E così resteranno determinate le due radici im- 
maginarie a -j- / 3 V — i,ed» — /3 V — * dell'equazio- 
ne proposta. 

$. 5 o {. Scol. L’ ultima frazione di sopra ottenu- 
ta per valore approssimante della x è maggiore del ve- 

* J. 4o5.ro , ma 1' errore è minore di * - ", cioè a dire, 

(7837)* 

minore di o,oooooooi 63 ; che perciò se quella frazio- 
ne riducasi in decimale, cli'ò a,og 455 1 .{865 

questo risulterà esatto fino alla settima cifra , o sia che 
la radice cercata sarà compresa tra i numeri a,og 455 i 49 , 
e a, 09455147. 

Il Newton operando col suo metodo ha trovato pel 
valore cercato la frazione a, 09.455147 1 ; il che mostra 
che tal metodo ha dato per questo caso un risultamen- 
to assai esatto ; ma si avrebbe ben torto di credere che 
riuscirebbe sempre di una pari esattezza , come lo av- 
verte il Lagrangc 

$. 5 o 5 . fogliasi ora per approssimazione le rolli- 
ci deir equazione 

*’ — 1 * + 7 = 0 

Procedendo col metodo stesso che si è seguito nel- 

■ Oper. est- J. zzi. 

• Dr la Rdsolul'on drs Équat. numdr. ed. a. p. 38 . 
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1’ esempio precedente * si avrà anche qui m ss S , e* {.601. 
per conseguenza na= 3 ; e poi A=o, B = — 7, C r= — 7/ 
donde A' = o, .<"= i 4 , A"'=:—*i , ^" = 98, 
^=2— 845 ,^" = 833 (^p.oi Cap.III.Lib.ir.n.r.)-, 
e perciò a'= 4* > <* ,, =88a, a"'= 18669, e finalmente 
a =3 4 * 1 £ = 44 J, c 1= 49 *> lai ebe l’equazione V de’* Soq- 
quadrati delle differenze delle radici della proposta sarà 

s>’ — 4 at '* + 44i? — 49 = o 

ove alternandosi tutt’ i segni , è questo un indizio , 
che 1’ equazione proposta può avere reali tutte le sue 
radici *. Ed inoltre , poiché quest’ equazione ottenuta* J- 336 . 
non £ divisibile per v , perciò 1’ equazione in x non 
avrà radici uguali *. *5-464- 

Or per trovare i limiti delie radici di questa e- 


quaziooe , pongasi v — — , ed ordinisi la trasforma- 
ta per rapporto ad y , si avrà 

nella quale il massimo coefficiente negativo è 9 , che 
però potrebbe prendersi /rato *} ma si potrà ave-* 5.483. 
re un lìmite di maggiore approssimazione cercando 
il numero intero più piccolo che renda positive le tre 
quantità * * $ 4 79 - 

3 /*_. 8 / + £ 

49 

31-9 

e si avrà per tal modo / = 9 , e quindi h = 3 * ,* 5-488- 
e 3 = -j-- 

t 
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Adunque nell’ equazione proposto pongasi — in 

*5- 49 ' luogo di x *, che la ridurrà ad 

x’— 63 x + 189 = o 

nella quale non bisognerà far altro che sostituire suc- 
cessivamente i numeri naturali o , 1 , a, 3 , 4 i *c. 
in luogo della x. Eseguendo tal sostituzione , secondo 
che fu indicato nel $. 49 1 » si troverà che la serie de’ 
risultamcnti non contiene che due sole variazioni di 
segni corrispondenti alle supposizioni x== 4 , = 5 , q=6 ; 
che perciò l' equazione proposta non avrà che due ra- 

. ,, . .45 

dici positive , comprese 1 una tra 1 numeri — e -j- , 

S 6 ’ 

1 ’ altra tra — e — : dal che si rileva, che il valore 

intero più prossimo di ciascuna di esse sia 1. 

Per aver 1 ’ altra radice negativa , si faccia negati- 
va la x nell' equazione proposta, ed essa si trasmuterà in 
x' — jx — 7 = o 

la quale avendo negativo 1' ultimo termine, avrà perciò 
* J 35 1. necessariamente una radice positiva *; e non potrà aver- 
ne che una , mentre noi abbiamo trovato già die la 
proposta ne aveva due positive , e quindi in questo le 
altre due debbono essere contrarie di segno a quelle, 
e perciò negative. Si troverà dunque il valor prossimo 
di questa sola radice facendo x=ao, z= I , ssa, = 3 , 
tino ad incontrar due sostituzioni che dieno risultaroen- 
ti di segno contrario, e che saranno quelle dix= 3 , 
x = 4 ì di morto che 3 sarà il valore intere più pros- 
simo di x nell' equazione precedente , e per conse- 
guenza — 3 quello della x nella proposto . 

Trovati ora i valori interi prossimi delle due ra- 
dici positive , e dell' altra negativa dell' equazione pro- 
posto , si approssimerà quanto vorrassi il valore di 
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ciascuna di esse col metodo del capitolo precedente , 
nel tegnente modo. 

Consideriamo primieramente le radici positive ; e 
perciò nell’ equazione proposta si (accia x = i -f. — , 
si avrà 

y' — 4 y‘ + V + » = o 

la quale , a motivo che 1 era il valor prossimo di due 
radici della proposta , dovrà avere due radici maggiori 
dell’unità *. ‘5 499- 

S' incominci dal provare se mai sia possibile tro- 
vare i valori prossimi di queste radici , con la sostitu- 
zione de’ numeri interi o , i , a , 3 , ec. in vece del- 
1’/ ; e siccome non v’ ha di negativo che il solo termi- 
ne , basterà perciò spingere le sostituzioni, finche si 
abbia ]?= , o> 4 y’t cioò * dire fino ad ^ = 4- Or fa- 
cendo jr ss o , 1 , 3, 3 , 4 i *> hanno i risultamene 
i , i , — i , i , i 3 , dai quali conchiudesi, die le ra- 
dici cercate sono 1* una tra i numeri i e a , 1* altra 
tra a e 3 ; e quindi che i valori positivi prossimi del- 
la x sieno i e ar. 

Per vieppiù approssimare il primo valore a quello 

della radice cui essa corrisponde , si faccia y = i -J- 

e si avrà la seguente equazione in z 

z 1 — az* — z -f. i ss o 

che non dee avere che una sola radice reale maggiore 
di i *, e questa si determinerà facendo successivamen-* 5.499. 
te z r= 1 , = a , ec., fino a che si abbiano due suppo- 
sizioni successive , le quali diano risultamenti di segno 
contrario ; « questi si troveranno essere — 1 , e 7 de- 
rivanti dalle supposizioni z s= a , z = 3 ; che perciò a 
sarà il valore intero più prossimo di z. 
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Si farà quindi : = a-f- *“■, e »i a vii cosi la tra- 
sformata in u 

u* — 3u’ — 4 U — »=o 

E procedendo come poc’anzi ti troverà il valore 
intero prossimo di u , e cosi in seguito. Ond’ è che la 
radice positiva dell’equazione proposta finora calcola- 
ta sarà espressa nel seguente modo 

1 = 1 + i_ 

*+_L 

a + i 

4 -f ec. 

Per ottener l’ altra si ponga x = a -|- — ,e ti avrà 

per trasformata in z 

z 1 + z\ — 11 — ICO 

la quale avrà una sola radice reale maggiore di i , che 
si otterrà perciò sostituendo in luogo di z i numeri 
x , a , 3 , ec. de’ quali siccome la supposizione z=t 
dà per risultamento — i , e 1 ’ altra z = a dà 7 , per- 
ciò z sarà espressa in intero prossimamente da 1 . 

Si faccia quindi z ss » + —, che dà la trasformata 
u 

u’ — 3u* — 4 U — i—o 

dalla quale si otterrà per valor prossimo di u in inte- 
ro il 4 i c similmente si procederà innanzi. Ond e che 
T altra radice positiva dell’ equazione proposta verrà di- 
notata da 

ZB 1 + 1 

a + I_ 

* +±_ 

4 -+• è». 
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E da queste due frazioni continue , che esprimo- 
no già i due valori positivi della x , sarà facile il trar- 
re le frazioni ordinarie corrispondenti , come sta pra- 
ticato nel precedente esempio. 

Resta ora a trovare il valore approssimativo delle 
radici negative. Si ripigli perciò 1 ’ equazione di sopra 
ottenuta 

r 3 71 — 7 = 0 

Ed essendosi già veduto, che il valore della sola radice posi- 
tiva di questa equazione è 3 , si ponga perciò ar= 3 -J- —, 

con la qual supposizione avrassi , cambiando i segni , 
l’ equazione 

y* — ao_y* — Qy — 1 «= ° 

la quale non può avere che una sola radice reale mag- 
giore di 1 ", che al solito si troverà facendo succcs- '$■ 499. 
sivamente x — 1 , ss a , — 3 , re. e saranno ao e ai 
que' numeri che sostituiti per y nell' equazione prece- 
dente daranno risultamenti di segno contrario j oud è 
che la y sarà espressa in intero da ao. 

Si faccia perciò y = ao -|- ~ , e cosi si continui 

co me più volte si è ripetuto finora , si avrà in fine , 
per la radice negativa dell’ equazione proposta , una e- 
spressionc della seguente forma 

xt= — 3 —» 1 

ao 4. , 

“3 + re. 

E per tal modo si sarà compiutamente adempito 
alla questione proposta. 
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CAPITOLO IX. 


DELL' ELIMINAZIONE DELLE INCOGNITE 
NELLE EQUAZIONI COMPOSTE. 

J. 5 o 6 . Si è già veduto come possa ottenersi l’ e- 
limiuaU di più equazioni con altrettante incognite , 
ov’essc incontrimi al primo grado (Lib.II.Cap. IV.'), 
conviene ora estendere quest' argomento a quelle com- 
poste , per quanto lo stato delle conoscenze finora ac- 
quistate dagli allievi nell' Analisi algebrica il permette. 

5 - 507. E prima di ogni altra cosa è necessario 
avvertire , che il grado di un’ equazione a piu inco- 
gnite dee valutarsi da quel termine ove condensi il 
maggior numero di dimensioni di una o più di esse. 
Così l' equazione 

x 4 4- ay x' 4- l'xy 4- c* = o 
è del qnarto grado, venendo dinotato il grado di que- 
sta equazione , come per quelle ad una sola incognita, 
dall'esponente del primo termine, ove visi contiene la 
sola x in maggior numero di dimensioni , ebe non ne 
dinota il prodotto delle x , y negli altri termini. 

Similmente T altra equazione 
x'y'i 4- ax‘y 4- b'xt’ 4- c'yz 4 -f*g' «= 0 
è del quinto grado ; poiché il maggior numero di di- 
mensioni in 1, y j z , che ritrovasi nel primo termi- 
ne , è di cinque. 

5 5 o 8 . Nè tal maniera di giudicare del grado di 
una di queste equazioni dissente dalla definizione data 
nel 5 - aaS per quelle ad una sola incognita : impe- 
rocché se in una delle jioc’ anzi proposte , nella se- 
conda per esempio , si suppongano diventar ugnali tra 
loro le incognite diverse , ed espresse ognuna da x, il 
che per altro non cambia la natura di essa ; in tal ca- 
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to quell' equazione prenderà subito la forma di quin- 
to grado 

x* 4- ax* -j- li'x 1 -J- c’x* 4 ■f'g' = o 

5 - 509. Sia dunque primieramente un qualsivo- 
glia numero di equazioni con altrettante incognite, che 
però una di esse solamente non sia di primo grado : 
è egli chiaro, che tra le m — 1 altre equazioni di pri- 
mo grado si potrà eliminare m — a d’ incognite , ed 
otteuer quindi un' equazione ove non si trovino che 
due di esse solamente ; c queste potran dare l’espres- 
sione dell’ una nell' altra , dalla quale poi tutte le al- 
tre espressioni di quelle ni — 1 in questa stessa si ot- 
terranno : che perciò sostituendo tali espressioni in 
luogo di quelle incognite nell' equazione composta da- 
ta , si otterrà un' equazione del grado stesso che la 
proposta , la quale risoluta offrirà 1' incognita sua , c 
quindi man mano si otterranno le altre. 

Esempio. 

J. Sio. Sieno le equazioni 

I. Ax'-\- Bx '- 4 Cx -J- M— o 

II. ax by -f-cz -|~mc=o 

III. a!x -|- b'y + c't -f- m'= 0 

ove nella prima equazione , che suppone» al terzo 
grado , e quindi in essa , o la terza potenza dell' in- 
cognita , 0 il prodotto delle incognite a tre dimensio- 
ni , 1 ’ dinoti un qualunque numero ,e le B,C, M 
sieno funzioni delle y , 1 della seguente forma , cioè 

B =py+<i i + r 

c =y‘ 4 /*’ 4 -gy* 4 -fy + kx + l 

M = y* 4 /z’ 4 g/t 4 V*‘ + + &’+ m y*+V+P : +1 
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Dalle equazioni II e III si determinino le espres- 
sioni delle y , z in x , e queste si sostituiscano nelle 
A , H , C dell’ equazione 1 ; si troverà questa espres- 
sa nella sola x , da un’ equazione di terzo grado come 
la proposta. 

Sicché anche per questo caso 1’ argomento delle e- 
liminazioni può aversi come interamente assoluto. 

§. Sii. Ed in generale potrebbe anche vedersi, 
che tutte le volte che tra più equazioni a più inco- 
gnite ve ne sieno di quelle al primo grado, per mez- 
zo di queste si potrà sempre far svanire in quelle che 
sono composte un numero d’ incognite pari a quello 
delle equazioni semplici ; sicché riducasi la questione 
a cercar 1’ eliminata tra le equazioni composte , ridotte 
per tal modo ad avere tante incognite quant’ è il nu- 
mero di esse. 

J. 5 1 a. Si voglia ora l'eliminata da più equazio- 
ni composte. Trattando un tal problema in tutta la 
sua generalità, potremo supporre che queste sieno due ; 
poiché qualunque ne sia il numero , é sempre sopra 
due clic bisogna operare, eliminando tra queste un’ in- 
cognita per volta. Talché se esse fossero, per esempio, 
tre ; si eliminerebbe una stessa incognita, tra la I. e II, 
c tra la II. e III , o pur I. e III., e si otterrebbero 
cosi due sole equazioni con due incognite , suite quali 
bisognerà poi operare per ottener l' eliminata ; e cosi 
in altri casi di quattro, o più equazioni. Se non che 
è da avvertire , che il calcolo diviene più prolisso a 
proporzione che cresce il numero delle incognite , e 
quindi quello delle equazioni ; e che del pari 1’ equa- 
zione finale cui si perviene ha bisogno di necessaria 
riduzione per divenir del grado c forma conveniente. 
Ciò premesso , sieno , come si è detto , due le equa- 
zioni proposte , espresse ncMa generai forma seguente 
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I. A 3-+ B x + C 3-.— . . . 4. T = o 

II. A'xT+ B'xr—< 4. c'i~— . . . -f r” = o 

ore le /f , /? , C , . . . •d 1 ', 5 ', C', . . . sieno fun- 
zioni dell’ altra incognita y , e nè le prime abbiano 
un comun divisore, nè le seconde ; poiché in tal ca- 
so l’ equazione corrispondente si sarebbe ridotta pri- 
ma di operarvi sopra. Di più esse equazioni primie- 
ramente si suppongano del grado stesso , e si cerchi 
di eliminar da esse la x. Si moltiplichi l'eqaazionc I. 
per A ’ , la li. per A , sicché i primi termini delle 
nuove equazioni risultino identici , e poi si sottragga 
1' una di esse dall' altra ; si avrà cosi un’equazione al 
grado m — 1 per la x. Di nuovo si moltiplichi l’equa- 
zione I. per A'x 4- B' e la II. per Ax 4 " B, e si sot- 
tragga un tal prodotto dal precedente , si troveranno 
identici in questi due prodotti i termini fino al grado 
in , e perciò si avrà similmente un’ altra equazione in x 
si grado m— i. In seguito si moltiplichi l’equazione I. 
per A'x' 4 -B'x 4 - C , e la li. per Ax' 4 - Bx 4 - C , 
c sottraggasi questo prodotto dal precedente , si otter- 
rà un' altra equazione in x al grado m — a : poiché 
in questi due prodotti i termini fino al grado m si 
troveranno identici tra loro. Si continui lo stesso si- 
stema di moltiplicazioni , finché il fattore che s’ inse- 
risce nelle due equazioni sia del grado m — r , cioè 
della seguente forma Ax m ~' 4 - Bx m ~' . S. 

Si verranno cosi ad avere m — 1 equazioni al grado 
m — • 1. Or se in queste equazioni le successive poten- 
ze x m ~ *, X™— ’, x“— s , ec. della x si considerino co- 
me altrettante incognite * , fi, y , ec al primo gra- 
do , si verranno ad avere tante equazioni , quante so- 
no queste incognite , dalle quali per conseguenza que- 
ste resteranno delermiuale *, e sostituendo tali valori" § 271. 
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ia vece delle x™—', x m ~‘, x m ~', ec. nell' ultimi del- 
le ottenute equazioni, si avrà la richiesta eliminata in y. 

Esempio I. 

J. 5 1 3. Sieno I. A x* Bx +C =so 
II. A’x' + B'x + C'=.o 

le due equazioni proposte. Moltiplicando la prima di 
esse per A' , la seconda per A , e sottraendo questo 
prodotto da quello , si avrà per residuo I equazione 
( A'B — AB')x+ A'C — AC = o 

Similmente moltiplicaudo la prima per A'x+ B', 
e 1’ altra per Ax -(- B , c sottraendo questo prodotto 
dal primo, si otterrà la seconda equazione 
( A'C — AC')x + B'C — BC =o 

_4C f 

e preso il valore di x dalla prima , ch*è xss — ; 1 » 

e sostituito nella seconda , si avrà l 1 equazione 

(£^£,) + BC-BC' = . 
che ridotta , sarà 

— (A'C — ACy+ {A’B — AB') (B'C — BC)— o 
nella quale sostituendo per A, B , C le rispettive e- 
spressioni in y , si otterrà un'equazione in questa sola 
incognita , che sarà l'eliminata cercata. 

$. Si 4- Rappresentando A , A' funzioni della y 
al grado zero ,8,8' funzioni della y al primo gra- 
do , e C, C' ai secondo ; è chiaro perciò, che l'eli- 
minata che si ottiene da due equazioni di secondo gra- 
do debba generalmente risultare del quarto grado. 
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Esempio li. 

§. Si 5. Sieno ora le seguenti due equazioni com- 
plete di terzo grado 

I. A x' + Bx' + C x + D = 0 

II. A'x' + B'x' +C'x + Zr = o 

Moltiplicando la prima per A', e la seconda per A , 
e dal primo prodotto sottraendo l' altro , si avrà 

III. (A'B— AJT)x’+(A'C— AC) x+(A'D—AD')=o 

In seguito moltiplicando la prima di quelle due c- 
quazioni proposte per A'x -f- B' , e la seconda per 
Ax -J- B , e sottraendo questo prodotto dal preceden- 
te , risulterà , dopo fatte le convenevoli riduzioni, l' e- 
quazioue 

IV. (A’C— AC')x'+(A'D~AD'J s: B'C~Be)x+(B'D— BD^xx n 

Finalmente dalla prima moltiplicata per A'x' -\-R' x-\-C‘ 
si sottragga la seconda moltiplicata per Ax’-^-Bx-\-C , 
si avrà cosi la seguente equazione 

V. (A'D— AD’) x’4- (B'D — tìtf) x 4- C'D — CD'—o 

E considerando nelle equazioni III. e V. le x ‘ , x 
come due incognite * , j3 , e prendendo i valori di que- 
ste , si avrà 

. (A'C—AC') (C'D—CD') — (A'D — AD ) ( B'D—BD ’) 

X ~~ {A B— AB') ( B'D—BD' ) — (A'C—AC') (A'D— AD') 
(A'D— ATT)'— (A'B— AB') (C'D—CD') 
x a (A B— AB') (B U—BD') — (A'C—AC ) (A'D— AD') 

c questi valori della x‘ , x se sostituiscami nell' equa- 
zione 11 , si avrà un’ equazione in y solamente , che 
sarà la cercata , la qui le , fattevi le convenevoli ridu- 
zioni , è la seguente 
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{A'C—AC'y (C'D—Ciy) — ^{/fC—ACf) ( A'D—Aiy ) (B'D—BD') 

+ [ {A'D—AD')' — (A'B—AB') (C'D—CI/) ] (A'D—AD'+B'C—BC') 
+ {A'B—AB') {B'D — BD')' za o 

che , come si vede, risulta generalmente del nono grado. 

5 . 5 16. Sieno ora le equazioni proposte di diver- 
so grado per rapporto alla x , per la quale sono ordi- 
nate , cioè una del grado m , e 1’ altra del grado n mi- 
nore di in. S'introduca in quella del grado» il fatto- 
re x"~*, sicché essa s’ innalzi anche al grado m ; indi 
da questa equazione c dalla proposta al grado m si ri- 
cavino, col metodo esposto di sopra, il numero a di e- 
quazioni al grado m — 1, eseguendo un numero di mol- 
tiplicazioni , fino a tanto che l'ultimo moltiplicatore sia 
al grado n — 1. In ciascuna di tali equazioni si sosti- 
tuisca in tutte le potenze superiori ad x* il valore di 
questa ricavato dall' equazione proposta al grado n, e 
si rinnovi la sostituzione stessa , finché in tutte le e- 
quazioni proccurate si abbassi la x alla potenza n— 1 ; 
si avranno così n equazioni al grado n— 1, e da n — t 
di esse si potranno determinare le x"~ x* — ’, x" — 5 , tc. 
i quali valori sostituiti in quella che si era tralasciata, 
daranno 1’ eliminata che eercavasi. 

J. 517. O pure si faccia uso in tali casi del se- 
guente altro metodo agevolissimo, che applicheremo alle 
due seguenti equazioni 

I. dzt+liz’ + Ci' + Cl + iE =0 

II. Cx' + I/x + E' = o 

- D'x — E' 

—c' ’* 

D'x'—E'x' 


Dall' equazione II. si ha x* = - 

jYt' F'x — 

perciò sarà * 5 —, ,**«= — 
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sostituendo anche in questa espressione 1* «[[Divalente 

(D’’~C'E')x‘ + D'E'x 

da x’, essa diverrà ar = : e 


questi valori di x* , x 4 sostituiti nell' equazione I. la 
renderanno dello stesso grado che la li , cioè 
[A'{D ' 1 —C'E f )—C'D'B'+ C''C]x'-\-(AD'E' — C'BE' -\-C'’D) 
e quindi si potrà ottener l’ eliminata tra questa e la se- 
conda delle proposte. E lo stesso si praticherebbe in 
caso di equazioni più composte. 

$. 5 1 8. Nel caso di due equazioni, l’ una di ter- 
zo , 1’ altra di secondo grado, si sostituisca subito nel- 
1' equazione di terzo grado l’ espressione di x* ricava- 
ta da quella di secondo, con la qual sostituzione quel- 
la di terzo si abbasserà pur essa al secondo grado ; c 
sostituendovi di nuovo la stessa espressione della x‘ di 
poc' anzi , si verrà a deprimerla ai primo grado. Fi- 
nalmente ricavandosi da questa il valore della x, e so- 
stituendolo in una di quelle di secondo ,. si avrà, sen- 
za alcun bisogno di nuovo calcolo simile al quassù in- 
dicato , l’ eliminata in y. Di fatti sieno le due equazioni 


+C'E 


= o 


Ax > -f- E x -j- C x -f- D s=o 
B'x' + C'x+D' = o 


Prendendo dalla seconda l’ espressione di x* , eh’ è 

— C'x—iy . , , „ . . 

x’ sa , , e sostituendola nella prima, si avrà 


AC'x‘ 


C x /- AIT BC \ „ BD ■ 

— + ( c — jF-~F~) x+d ~ ~#~ 0 

ed inserendo di nuovo in questa quella espressione 
di x* , sarà 

AD’ BC AC'\ BD' AC'iy 

C c — F— + =° 

dalla quale si ba 


Digitized by Google 



Ln. 4- 3ai 


Amili Ai g x e ni c a 


_ BD ACD' 

D — J 

B ~ B'' 

AD' BC' AC' 

B' F £'■ 


e questo valore della x inserito nella seconda delle e- 
quazioni proposte , la fari divenire 


nD ' AC'D'y BD' AC'D'\ 

F+— ) < D --F + — ) 


A. AD' BC' AC'y AD’ BC AC 

\ B' B' + B” / C F F *F 


h+rr* 


BD' AC'D'\’ f . AD’' \S 

~ — +-5^) +( CD '— y-oe'X' 


la quale si riduce a 
AD'' 


AD’ 
” B’ 


BC’ AC’\ 

~f+“fv=° 


che fatto il quadrato e le moltiplicazioni indicate , e 
poi le debite contrazioni , si ridurrà ad un'espressio- 
ne della forma -i— X P s= o , indicando per P tutt’ i 
B * 

termini di una tale equazione. 

J. 519 . Bisogna avvertire , per agevolazione del 
calcolo indicato nel $. 5 la , che nelle moltiplicazioni 
successive che convien fare delle equazioni proposte 
per A' ed A , A'x -{- B' ed Ax -1- B , A'x ’ B' x -J- C' 
ed Ax' -J- Bx + C , ec. si può fare a meno d’ inclu- 
dere in tal moltiplicazione il prima termine , i due 
primi , i tre primi termini , ed in generale tanti pri- 
mi termini delle equazioni proposte , quanti ne con- 
tiene quel moltiplicatore , poiché il prodotto di que- 
sti si annienta effettuando la sottrazione di un di quei 
prodotti dall' altro. 

$. 5»o. L'importanza dell'argomento che abbia- 
mo trattalo nel presenta Capitolo e la difficoltà insie- 
me del medesimo , ba fatto ricercare agli analisti le 
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più «care vi* e le migliori , onde riesci re ad ottener 
l' eliminata del grado proprio, e nella sua forma sem- 
plicissima , al che da tutti gli analisti si è riputato 
più conducente l'addotto metodo del Bezout , perchè 
da lui universalizzato, il quale è nel tempo stesso chia- 
ro, c per le vie elementari. Nè men esso però è inte- 
ramente scevro da difetti , conducendoci ancor , nella 
maggior parte de' casi, ad equazioni finali più elevate in 
grado di quello che convengasi alla natura del problema 
cui corrispondono ; la qual cosa sarà col latto dimostrata 
da ciò che esporremo. 

. 5* Sai. Si prendano nnovamente le equazio- 

ni III , IV , V del §. 5 s 5 , e per dare adesse forma 
più ristretta , pongasi A'D — AD'=M, A'JB — AB'=lf, 
B'D — BD’z= P , A'C — AC'=Q , B'C — BC'c=R , 
C'jD — CD' S , sicché prendano la forma 

I. Ax' -f- Qx -f- M = o 
IL Qx' +(M + B)x + P=:o 
III. Mx' Px -f ò 1 = o 

e considerando nella III e V le x* , * , come due in- 
cognite a , p , e presine i valori , che sono 

r* — Q S — pM Ni? — AB 

* ~ PN— MQ ’ * “ MQ —AB 

questi sostituiti nella II daranno l' eliminata 

<g=®W@FS)+'- 

cioè 

**)+(* +*X W ' — »%vz — zrg)-|-z(jrr — M<ì)(xq- 
in dove si vede , che vi sia il fattore inutile MQ — AP, 
che eleva in grado una tale equazione. È vero che que- 
ll 


■» r)=o 
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sto fattore è nato dal non aver prima ridotto il deno- 
minatore del primo termine di essa alla forma MQ — PN 
come si doveva , ed indi liberata da' fratti una tale e- 
quazione, moltiplicandola semplicemente per questo de- 
nominatore : ma ciò cbe qui si vede intuitivamente , 
non lo divien si chiaro ne' casi particolari , molto più 
quando le equazioni doude si ricava l’eliminata cre- 
scono di numero. Non pertanto ci dovrà servire ciò 
per utile avvertimento, di dover ridurre quanto più si 
può le espressioni che rappresentano le tc. 

primo di sostituirle nell’ ultima equazione tralasciata 
per rappresentar l'eliminata. 

j. 5aa. La lunghezza de’ metodi generali, e l’im- 
perfezione de' risultamcnti , rende i metodi particolari, 
tutte le volte che si possono adoperare , sommamente 
accettabili , che perciò con csempj tratti dagli antichi 
analisti , e specialmente da Cardano , ed ora con gra- 
ve danno della scienza trascurati , converrà non sola- 
mente rischiarare questo assunto ; ma anche stabilire 
talune regole, pc' casi in cui può sicuramente farsi uso 
di alcuno di que' metodi. 

J. 5a3. 1. Sieno le due equazioni 
jr’ + myx + qy — o 
xy — h = o 

Si moltiplichi la prima di esse per x , o poi vi si 
trasferisca il valore di xy, cbe si ha dalla seconda, si 
otterrà immantinente l'eliminata in x, eli' è 
X 5 + mi x + qh r= o 
§. 5»4' 11- Sieno ora le due equazioni 

(*+/)(** +y’)*=a 
(■*•— />(*’ — /') — b 
Si pongano csm* sotto V altra torma 
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cJ indi si sostituisca ad — , che dinota il rapporto 

delle due incognite di quelle equazioni , la s , si avrà 
*(t+z)x-(i + z’)=<* 
x (i — zi x' (s — z’) = b 

Ciò fatto , dividasi l una equazione per l'altra, t si avrà 
a_ _ (i -fz)l(i + z») ^ i + ** 
b (, — z)|(, — z‘) (i— *)* 

donde ricavasi 

z*— aa , 

a — b 

che risoluta dà 

* = ^±^((T=riy-‘) =r 

Sarà quindi 21 — r , ed y = rx , la quale espressio- 
x 

ne della y nella x sostituita in una delle due equa- 
zioni proposte, darà subito l’ eliminata in x, di forma 
convenevole ed elegantissima : e determinata per mez- 
zo di questa la x , si otterrà poi anche la y dall* e- 
quazionc y = rx. 

J. 5a5. Sieno inoltre le due equazioni 
(* -r/) (*’ +/) = “ 

(x — /) (*’ — /*) = à 

Seguendo lo stesso procedimento di poc’ anzi , si avrà 
immantinente 1 equazione 

-s a + * s a + & 


a — b 


z + n 
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dalla quale si avranno poi il valore di z , e quindi 
gli altri di y e di * , come nel caso precedente. 

J. 5*6. IV. Le equazioni proposte sieno 
x i — = a 
(*’+/•) (* 5 +J' , ) = * 

Con lo stesso artifizio di sopra indicato si otterrà 

a sr^i+z 5 ) l-fz 1 

T~x‘(i+t')xXl+x , )’ = (t+r*) (!+*’) 
cioè, dividendo ciascun de'binomj t+z 5 , 1 +z 1 per i-fz, 
a I — z-fz 1 — z’+z 4 

T = (i+z’) (*-«+*•) 

donde ai avrà la seguente equazione in z 



J. 5ay. I tre precedenti casi di risolvimento in 
cui si è operata l'eliminazione per mezzo di una terza 
indeterminata , che rappresenta il rapporto tra le due 
delle equazioni proposte , mostrano chiarrmt:;le , che 
un tale artifizio sia adoperabile tutte le vive , che i 
termini incogniti nelle due equazioni aerane tao ex me- 
desimo grado , o sia che la somir.n etesii «ponenti 
delle incognite sia in essi la stessa. £ quei a rc t .8 .he 
si appartiene al Cardano, vien da lui carc.i.cri_xi.r. tei 
nome di Regola del Medio, o sia della Proporti. ne (elei- 
la Ragione ) , perchè es:# tutta si versa in iudt^arj 
il rapporto delle due incognite; e questa stessa K'.a 
non si limita solamente a due equazioni ccn due — . 0 - 
giiite, ma anche ad un maggior numero , purché le v co- 
gnite di esse suppongami continuamente proporzionali . 

Di fatti sieno le tre equazioni 

(* + y + “) (*‘ +/* + “’) = « 

(* + y ± «) (z* +/ ± «’) — b 
—.y' 

U =3 — 
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ove ia ter?.* equazione risulta dal supporre ~ x : y : u. 
Si vedrà ad un tratto, per mezzo di tal terza equazio- 
ne , cambiarsi ciascuna delle precedenti nelle altre 


cioè 


(*+/+£) (*> + f + £) = 

<r*>±é (f+f ± 5 )= 

ia 

(■ +'$+$)- 
(•*$*£)= 


a 


b 

a 

b 


nelle quali ponendo — = * , e poi dividendo 1 ’ una 

per l’ altra , si otterrà l' equazione nella sola z , cioè 
(. 4 -z + z-) (. -f z» +««) a 

(i + z±s’) (i + ** ± i 6 ) b 

E questo esempio sarà sufficiente a far vedere lo stesso 
metodo aver luogo in casi di maggior numero d' inco- 
gnite, connesse tra loro con la condizione sopraindicata 
della continua proporzionalità delle incognite. 

$. 5 a 8 . Scol. L’ importanza dell' argomento delle 
eliminazioni, per un gran numero di ricerche matema- 
tiche trattate con l’analisi moderna, ha fatto si, che vi 
abbiano rivolte le loro cure i più sommi analisti , tal 
die Newton , die il primo tentò di ridurre a simboli 
generali le formotc di eliminazione 1 , d’ Alembert ’ , 
Eulero ’ , Cramer ' , Bezout 5 , Lagrange 6 , La Pla- 
ce , Vandcrinonde ' , ec. Tutti gli sforzi riuniti di 
questi valentuomini non sono però valuti a stabilire 


* Ari ih. Univ . — ’ Encycl. Art .Evanouir . — 1 Acuii, 
de Beri. 1164.— * Applic. a I' Analyse des lignea courbes. 
1 Thcorie Gcnérale des èqaalions algcbriques. — 4 Acad. 
de Beri. 1763, — 1 Aoad. Royale des Sciences. 
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un metodo facile e comodo, che conducesse ad un' eli- 
minata di quel grado clic dee essere , in ragione delle 
equazioni dalle quali deriva ; c senza dubbio, ebe non 
ostante le ricerche posteriori a quelle del Bezout , il 
metodo proposto da questo , quantunque non esente 
ancor esso dall' inconveniente di condurre ad una e- 
quazione finale alterata da fattori superflui , pure me- 
rita per la sua semplicità tuttavia la preferenza. Ed è 
perciò , che di esso solamente ci siamo occupati in e- 
sporlo, non convenendo ad un libro elementare il va- 
gare in esposizione di metodi diversi , la qual cosa 
uon può che produrre confusione, e dubbio nell' ani- 
mo de’ giovani. Olii volesse però conoscere gli altri me- 
todi prodotti su questo assunto , potrà riscontrarli ne' 
libri ove essi sono stati da’ loro autori registrati , che 
noi pe.rò abbiamo a bella posta indicati ; o anche po- 
trà meglio considerarli nel voi. II. dell' elaboratissima 
cd accurata opera del Cessali sul Trasporto e progressi 
deW Algebra in Italia , ove troverà anche un esame cri- 
tico, ed un parallelo de' medesimi. 

§. 5ap. Intanto tra le molliplici applicazioni che 
possono farsi dell' argomento delle eliminazioni, e delle 
quali in più occasioni se ne vedranno esempj in ap- 
presso, abbiamo qui trascelto il mostrare l' uso, che di 
esso può farsi nelle equazioni stesse determinate , per 
liberarle dai radicali , ove ne sieno affette. 

Sia perciò da liberarsi da’ radicali dai quali è in- 
gombra la seguente equazione 

a^x-\-l\Jx' = m 

Pongasi I. \-x —y , ed x =y' 

II. y/x’e=z , ed x't=z* 

L’ equazione proposta , si troverà per mezzo delle pre- 
cedenti supposizioni trasformala nella seguente 
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III. ay + bz ss m 

Si ricavi da quest' ultima l’ espressione di z, eh’ è 
^ , e queste si sostituisca nell’ equazione II. che 

diverrà 

A’x* = m 1 — 3 am’y -|- 3 a'my' — » a'y* 
o sia b'x' =:m’ — 3am’y -f- 3u*otr — a’xy 
sostituendo ad /■ la x, come dall’equazione I. E per- 
ciò sarà 

m’ 4- 3 a'mx — A’x* 

y r — ■ ■ ■ - 

3 am' + a'x 

e di nuovo sostituendo questo valore nell’equazione I. 
si avrà 1’ equazione cercata in x libera da radicali, cioè 
(3am’ 4* o , x)’x => (ns J 4 - 3u’mx — A’x’)" 

Il qual metodo sebbene veggasi qui applicato, per 
faciltà maggiore di esporlo , ad un' equazione partico- 
lare , non pertanto è facile il comprendere eh' esso pos- 
sa adoperarsi in tutt'i casi. 
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CAPITOLO IX. 

DELLA NATURA DE’ PROBLEMI IN GENERALE , 
E DEL GRADO DELL' EQUAZIONE AD ESSI. 

$. 53o. Fin dal Cap. I. del Lib. II. si vide, clic 
le equazioni alle quali si perviene nello scioglimento 
de’ problemi possono ascendere a diversi gradi , in se- 
guito di che noi ci siamo occupati, nelle precedenti ri- 
cerche, ad esporre i metodi rinvenuti per risolverle ; e 
da questi si è potuto già rilevare , che le radici di una 
stessa equazione sieno strettamente tra loro collegate, e 
tutte dipendenti da' coefficienti dell'equazione stessa. A 
render ora un tale assunto più compiuto , come con- 
vinsi , è necessario dimostrar generalmente , che il 
grado dell' equazione ad un problema non sia acciden- 
tale , ma necessariamente dipendente dalla natura di 
questo ; e che sia anche impossibile il poter ottenere 
separato T uno dall' altro i valori diversi soddisfacenti 
alle condizioni di un problema . Una tal verità sarà 
valevole a stabilire l'esitla nozione della natura de' pro- 
blemi , e servirà di conveniente fondamento a molle 
importanti ricerche di Geometria analitica. 

TEOREMA I. 

§. 53i. Ogni problema dee necessariamente , ed 
in generale esser suscettivo di tante soluzioni , quante 
ne dinota il grado n dell equazione alla quale risolven- 
dolo si perviene , supposto che questa siasi di già ridot - 
[ la , c quindi non abbassabile. 

t » a . . 

Imperocché polendosi quell'equazione scindere in n 
fattori di primo grado ridotti a zero , da ciascun di 
questi si avrà un valore speciale per 1' incognita , il 
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qual* *arà soddisfacente all’ equazione proposta, e quin- 
di rappresenterà una soluzione particolare, cioè un ca- 
so del problema cui quell' equazione proposta corri- 
sponde. 

J. 53a. Scol. Le precedenti ricerche, per lo scio- 
glimento delle equazioni di 1 ® , a° , 3° , e 4° gra- 
do , servono di prova a ciò clic nella precedente dimo- 
strazione si è esposto. Non bisogna però tralasciare di 
qui avvertire , che siccome le diverse soluzioni di un 
problema sono dipendenti ognuna da un modo di spe- 
cial condizione de' dati e del quesito del medesimo, si 
vede perciò, che tra esse vi debbano esser anche com- 
prese quelle in cui tal condizionamento de' dati e del 
quesito renda contradiltorio , ed anche assolutamente 
impossibile il problema ; cioè , che le radici negative , 
c pur le immaginarie di un problema , sieu da consi- 
derarsi come tante effettive soluzioni di esso, per quei 
rasi che rappresentano. E da ciò si rileva, clic un pro- 
blema la cui equazione asceuda a grado impari, debba 
esser suscettivo almeno di una sola soluzione ; e clic in 
generale le soluzioni , o i casi impossibili de' problemi 
uon possano aver luogo che a due a due. 

TEOREMA li. 

§. 533. Ciascuna radice di un'equazione , per ra- 
gione del nesso essenziale de' casi del problema al quale 
essa corrisponde , è una funzione delle altre radici . 

I 

Sia + ai’ -f- bx' -f- ex -f- d = o 

un - equazione , che il supporla di quarto grado niente 
detrae alla generalità del soggetto in quistione , c di 
essa ne sieno radici le a , , y , S ; dovranno aver 

luogo le seguenti quattro equazioni * * $. 334 . 
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* + / 3 + y 4- s = — a 

+ *y + *8 + py + p8 + y8 — b 
apy -f- ctpS 4 - *yS 4 . fiyS = — c 
«/Jyò = d 

dalle quali si potrà trarre il valore di ciascuna delle 
incognite * , p , y , 3 ( Cap. prec. ) ; ed un tal va- 
lore , com' è manifesto dalle precedenti ricerche per 
le eliminazioni , non potrà mai ottenersi che per mez- 
zo delle altre di esse quantità ; ond - è che risulterà 
sempre una funzione di quelle. 

Che se una di queste radici fosse isolata, ed indi- 
pendente dalle altre , sia questa la S , per esempio : in 
tal caso l'equazione proposta si sarehhe resa deprimi- 
liile , e la ! dovrebbe essere un fattore razionale di d ; 
ond' è clic le quattro equazioni di poc' anzi si ridur- 
rebbero alle seguenti tre 

* -{- p + y — — a—8 

*p -f- %y -f py = b + (* + 3 )$ 
a.py = — c — (A 4 - (a 4 3)3)3 

delle quali ciascuna continuerà ad esser funzione delle 
rimanenti due ; e quindi se 1 ' equazione alla quale esse 
corrispondono non abbia altro divisore commensurabi- 
le , ciascuna di esse soddisfeci ad un caso del proble- 
ma dal quale una tale equazione è derivata. 

J. 534* L'equazione ad un problema, cioè quella 
precisamente eh' esprime la sua natura , ed i casi di- 
versi di cui è suscettiva la compiuta soluzione di esso, 
non è che quella , eh' è insuscettiva di divisori com- 
mcnsurahili , e quindi di abbassamento ; poiché questi 
divisori essendo privi di rapporto con le altre radici 
non sono soddisfacenti al problema ; ma bensì sola- 
mente all’ cquazioue in cui si trovano introdotti. E di 
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ciò si dovrà anche far parola nella teorica delle curve 
algebriche. 

SCOLIO GENERALE. 

$. 535. L’ esposto finora in questo quarto libro 
intorno all'argomento che in esso ci eravamo proposto 
di trattare , è sufficiente a mettere i giovani in istra- 
da da poter da loro medesimi studiare quello , che con 
maggiore estensione e profondità è stato stabilito da 
illustri analisti moderni ne’ loro Trattati , e principal- 
mente dall* insigne Lagrange , nella sua più volte 
lodata opera de la Résolulion des équalions numériques ; 
e quindi soddisfa al nostro oggetto elementare. 


■ *-■»■***-♦ 
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Al j. i 3 . pag. 7. 

(Questa stessa manie» d’ indicar le grandezze sì 
continue , che discrete , fu adottata da Lionardo Pisano 
nel sno Manoscritto dell’ Abbaco veduto dal Tozzetli nel- 
la Biblioteca Magliabechiana ; dal che fu indotto a cre- 
dere , che Lionardo Pisano avesse gii usata 1' Algebra 
simbolica, e non gii la numerale , che anche gran tem- 
po dopo ehbe luogo : nel quale equivoco è stalo egli se- 
guito dal dottissimo Tiraboschi. . 

Al 5, jf pag. i 3 . 

Il Newton si esprime a tal proposito dicendo: Quan- 
lilates ari affirmalivae sunt , teu majores nihilo , vel ne- 
gali vae seu nihilo minoret. Arilh. Unir. Cap, u. n. vi. 

Al J. ao 3 . pag. 110. 

La serie risultante dallo sviluppo di (1 -f- s) — 1 pa- 
ragonata a quella che si ottenne dal fratto nel $.io5. 

I + 1 

c od altro argomento della corrispondenza tra esponen- 
ziali negative e divisori , di cui fu detto nel J. 3o. 

Al J. 241. pag. 124. 

Che se la quantità che moltiplica tutti i termini dcl- 
V equazione fosse la stessa incognita ? o qualunque poten- 
za della medesima ; in tal caso converrà assolutamente 
liberar 1' equazione da tal fattore per poterla maneggiare: 
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ed il grado di essa fi troverà abbuiarsi per quanto ne 
dinota rospo nenie di quel fattore. 

Al 5- *45. pog 1 * 6 . 

Il Newton di questa regola ha formato il Cap, vii. 
del Lib. 1 . della sua Aritmetica Universale, facendo di- 
pendere la liberazione dell' equazione da' radicali dall' e- 
liminatioue , come si vedrà da noi praticato in line del 
Cap. vili, del JLib. iv. di questo volume. 

Al J. a<7. P<>g. ia 8 . 

In questo caso 1* equazione risultando dal prodotto 
di que' suoi fattori ; il risolvimento compiuto di essa di- 
penderà da quello di questi fattori. 

Cosi scindendosi l'equazione 
x 6 — x 5 — 4 X< + + 5x* t— x — 1 = 0 

ne' fattori 

x' — ix* — x 1 = o 
x 3 -f* x* — x — 1=0 

le radici di quell' equazione di sesto grado si otterranno 
dal risolvere le due del terzo grado, che ne sono (attori. 
E similmente T altra equazione 
x* — ax l -f- ex 1 — acx* + ** — bx -(- fx — bf xx.o 
ridotta nella forma 

x é — {a — c)x 3 — acx * =: x* — {b — f)x — bf 
si scinde ne' fattori 

x* — ax ~ x — b cioè x* — (a -f- 1 )x “ — b 

X* -)-CX = X+/ X* (c+ !>=/ 

che risoluti separatamente daranno le radici della proposta. 

Da questa stessa regola si rileva , die potendosi estrar- 
re da ciascun membro di un* equazione , o pur dal solo 
primo di essa , se sia ridotta a zero, la radice di un da- 
to grado , convenga ciò eseguire f valendo lo stesso cbt 
scinderla in fattori identici. Per tal modo 1' equazione 
x* — a<zx 3 -f« fl*x* b* -J- c* 
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•i scinderò oe' due fattori identici 

x’ — ax y (i’ -f- e’) 

dall' un de' quali dipenderli la soluzione di essa. 

E talvolta per ciò «egui re conviene apparecchiarla. 

Così 1' equazione 

x 4 — aax’ -J- aa’x* — è’*’ — aa’x -+• a* — o 
ti apparecchierò aggiugnendo a ciascun membro la quan- 
tità o'x* -f- 4’x’ , ond’ essa divenghi 

*4 — aox’ -f- 3«’x’ — aa’x at — a T x* -|- 4’x’ 
per la quale operazione divenendo un perielio quadrato 
il primo membro di «sa *, si otterrò per mezzo deir«tra-"5. 164. 
rione di radice da' due membri, 1’ abbassamento dalla me- 
desima ad 

*’ — ax -f- a* r= x y (a’ + 4’) 

In somma, nou dovrò mai tentarsi lo scioglimento dì un'e- 
quazione, se non quando le espressioni che la rappresen- 
trno sieoo insuscettive di riducimenlo. 

AvVEUTIMEUTO PEL CIP. II. DEL LD. II. 

Ee regole esposte iu questo Cap. sono della massima 
importanza pe’ giovani , per metterli al caso di convene- 
volmente maneggiare un' equazione ; e la mancanza di es- 
se nelle ordinarie istituzioni di Algebra, mi ha fatto spes- 
so avvertire gli equivoci ne' quali quelli cadevano. 11 
Newton, che in fatto d' istituzioni algebriche può giusta- 
mente prendersi a modello , non ha creduto inutile di 
trattare uu tale argomento nella sua Aritmetica j Univer- 
se , impiegandovi i Capitoli u. e vn . della Sezione II. j 
il Maclaurin ed altri distinti analisti lo bauno seguito : nè 
so intendere perchè in seguito gli altri compilatori di E- 
lementi di Algebra abbiano tralasciato dì trattarne. 

A 

A’ J|. a55 — a6a. 

Il metodo di tottiluuone , nel quale abbiamo com- 
preso 1' altro detto più specialmente di pareggiamento , 

33 
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e quello ancora d' inserimento furono noti a' primi anali- 
ati. S* incontrano di fatti proto Fra Luca eiempj ing«- 
gnoiiuimi del primo metodo ; e Cardano usa nella sua 
Ars Magna il metodo di pareggiamento , e 1’ altro tC in- 
serimento , ( f'rgg. Costali Origine , trasporto in Italia 
ec. dell Algebra , toI. II. c. 1. ) 

Al J. a 77 . 

I giovani fàran bene, per loro esercizio , ad accer- 
tarsi di ciò che sta detto in conchiusione del contenuto 
in questo $. , determinando da loro i valori di * , y con 
due equazioni prese ad arbitrio tra le proposte , «oppri- 
mendovi il termine cbe contiene la s. 

Al J. agi. 

Connettendo ciò che si è detto in questo J. eoo quello 
che lo fu altra volta nel 5**4- *» formerò ognuno una se- 
conda idea delle quantità isolate negative , risultanti co- 
me radici ne’ problemi. Le ricerche geometrico-analitiche 
dovranno a lor luogo condurre a dare su di ciò nozioni più 
chiare e distinte , ed a perfezionare il presente argomento. 

Al J, 3o3. 

La mancanza di nn algoritmo simbolico ne’ primi tem- 
pi che cominciò ad esser 1* Algebra coltivata , rendeva, 
il camraiuo in essa assai lento ed inceppato , dovendo 
que’ primi coltivatori di tale scienza condursi per vie 
tortuose , e per astrattissime considerazioni nelle ricerche 
le quali esigevano risultameli ti generali ; e gli Elementi 
di Euclide , somministrarono loro spessissimo in ciò il 
mezzo da riescire . 

L’ analista arabo Molta tnmcd ben-Musa, il cui trattato 
di Àlgebra conteneva lo scioglimento delle equazioni del 
secondo grado espresse da x' -f- n — px\ lo fondò sul teo- 
rema 5° del Lib. II. degli Elementi di Euclide ; e Lio- 
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nardo da Pisa servissi dello stesso mezzo , che rese pili 
spedito , e clic accrebbe della distinzione delle due solu- 
zioni da) ben-Musa non veduta . Ebbe dunque torto il 
Cardano di attribuirsi questo vanto , con dire , che non 
aveva Lionardo dimostrata se non una sola soluzione 
deir equazione x* n = px , e questa ancora in manie- 
ra oscura , che nè pure è vero : nella quale falsa creden- 
za , forse per essere stato alla fede del Cardano , è cadu- 
to ancora il Monlucla , il quale a dirittura asserisce, che : 
Cardati est le premier qui ait apperqu la multi plicité des 
valeurs de V inconnue dans les équations (’a meno di esclu- 
der da ciò eh* ei dice quelle del secondo grado ). Che an- 
zi riflette bene il Cossali a tal proposito , che il prender 
che fece Lionardo in doppio senso il radicale rispetto 
alt equazione x* -f- n r= px fosse un avviamento a ritro- 
var le radici negative ( Origine eie. voi. I. cap.i. j.vtu.). 

A’$$. 390 e 291 , 3 i 3 , 3 1 5 , 3 ai« 

• Per conoscer la natura delle radici negative ne’ proble- 
mi abbiamo recato nel j. ago un problema di primo grado, 
dal quale risultando per Y incognita un valor negativo, si 
potesse facilmente avvertire donde ciò derivasse : cd ab- 
biamo quindi stabilita pe* problemi di primo grado la re- 
gola , che il valor negativo delt incognita dinota non po- 
tere aver luogo la quistione nel modo proposto , inclu- 
dendo una contraddizione , che per toglierla bisogni con- 
venevolmente cambiare in essa qualche cosa in senso op- 
posto. Di fatti nella quistione del j. 790 bastava a render 
positiva T incognita, che invece di dirsi dover la mctà y 
la terza parte e la quarta del numero cercato , accresci u- 
ja di 10, produrre un tal numero , si fosse dello rfowr 
ciò avvenire minorando quelle tre parli di 10. 

Conveniva dopo ciò estendere questa considerazione 
delle radici negative de’ problemi a quelli la cui equa- 
zione ascendesse a secondo grado , o a grado a questo 
superiore . Per mettere in tale argomento tutta la chiarez- 
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za ed evidenza che poteva*!, fi è dunque recato nel $.3 1 5 
un problema il quale evidentemente mostra , che al suo 
quesito debba soddisfare del pari una radice positiva che 
una negativa , essendo questa la natura delle potenze pari 
di un numero ; sicché in questo caso si è (atto vedere che 
la radice negativa sia egualmente propria e soddisfacente 
alla natura del problema cbe la positiva. Ma non essen- 
do questa la sola idea da formarsi di tali radici , si è 
recato nel j. 3ao. un altro problema, le cui due radici 
risultavano 1' una positiva , 1' altra negativa , dimostran- 
do nel 5. seguente che ciò dipendeva dalla supposizione 
Arbitrariamente fatta, in dinotar per x la parte maggiore 
del numero cercato , potendosi egualmente con essa , e 
procedendo nel modo stesso per pervenire all’ equazione, 
indicare la parte minore ; di tal clic in questi casi quel ri- 
sullamento negativo è quasi come una correzione che 1' Al- 
gebra dò della supposizione arbritrariamenie (atta , indi- 
cando , che poteva anche risolversi la quislione con una 
supposizione contraria ad essa. . 

Finalmente a compiere ed estendere V idea che dovrò 
farsi di tali risultamene , basta riflettere che se un' e- 
quazione di secondo grado a radici reali sia della forma 
**•4 •ax-\-hxzo ì non possa altrimenti distruggersi la 
contraddizione che a prima vista essa inchiude , presen- 
tando una quantità tutta positiva distruggersi da se stessa, 
clic dando alla x un valor negativo, dal quale solamen- 
te può aver luogo quel dislruggitnenlo ; perchè il tal ca- 
so il secondo termine dell' equazione si fa negativo. £ la 
stessa considerazione ha luogo per ogni altra equazione di 
grado superiore a radici leali , ove tutti i termini doven- 
do e**er affetti dello stesso segno , non potrà mai avve- 
rarsi il dUtiuggimento di essi , a meno che non si attri- 
buiscano all'equazione per radici quantità negative. 

Ed ecco dalle qui fatte considerazioui diciferata , 
pef quanto ci pare , la natura delle radici negative nr 1 
problemi aritmetici. 
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Bel rimanente no» dovremo altrove ritornare su que- 
sto importante argomento, sul quale molta luce spargeran- 
no a suo luogo le ricerche su' problemi geometrici risolu- 
ti con T analisi moderna , c le considerazioni sulle li- 
nee curve . 

Al J. 386. 

Prendendo 1 ' equazione trattata in questo $ nella sua 
forma generale 

i 5 + o i’ + ^ ~ 0 

potrà ognuno facilmente vedere, ne' quattro casi particola- 
ri in essa compresi, qual sia la forma delle radici j e quan- 
do queste sicno tutte quattro reali , o tutte quattro im- 
maginarie , 0 pur due solamente reali. 

Al J. 394 . 

Il Moutucla , nella Parte iti. Lib. 111. della sua dot- 
ta storia delle Matematiche , al proposito delle invenzio- 
ni algebriche del Vieta , mena gran romene della manie- 
ra da costui impiegata nel risolvimento delle equazioni 
affette di terzo grado, che a lui è sembrata interamente 
nuova, propria del Vieta, c diversa affatto dallo scadi- 
mento Cardanico . E perchè non restasse da noi alterata 
alcuna delle espressioni sue , recheremo qui originalmente 
ciò eh’ ei dice : A V égard des équations cubiqucs , A/. 
Viète les resoud et urte maniere differente de celle de 
Cartlan et de Bombclli ; et il est ai sé de voìr au tour 
qu' il y employe , que sa metkode lui est propre , et que 
si la risoluti on des é quattoni eùt été manquée jusq'alors 
elle ne lui aurait pas échappé . E dopo ciò continua ad 
esporre questo metodo del Vieta. 

In verità sembra strano, che il Montucla dotto nelle 
Matematiche , e che scrivendo la storia di tali scienze 
vi ha mesto quello spirito di ricerca, e di analisi de’ me- 
todi , che si richiede» per siffatto lavoro, sia caduto nel- 
1 ’ aquitoco di creder nuora affatto la foratola del Vieta , 
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e talmente non connessa colla forinola Cardanica, che Vie- 
ta ci avrebbe data la soluzione delle equazioni affette del 
terzo grado , se Tartaglia non lo avesse fatto prima di lui . 

A diciferar 1' equivoco ; ecco in clic consiste il pre- 
teso metodo del Vieta, esposto nel Cap.vii. del suo trat- 
talo de emendatone aequationuni . Propone egli l' equa- 
zione cubica sotto la forma A 3 -f- 3B*À = aZ 1 , ed as- 
sume un' altra incognita E , con la condizione che sia 



la quale espressione dell' incognita A 


sostituita per essa nell' equazione proposta , conduce im- 
mediatamente all' ausiliaria E 6 — aZ 3 E* = B®. 

Ma se il Montucla si fosse occupato a rilevare, come 
sarebbe stato conveniente , con quale artifizio il Vieta era 


pervenuto alla supposizione di 


E* — B’ 
E 1 


non avrebbe 


certamente mancato di accorgersi , che questa gli era sta- 
ta evidentemente somministrala dallo scindimcnto Car- 
danico ; e quindi ebe la maniera di risolvere le equa- 
zioni cubiche proposta dal Vieta non era nuova ; ma la 
stessa Cardanica. 

Di fatti paragonata la nostra equazione con quella del 
Vieta, si vede subito esser x =A, = qx=. — aZ 3 . 

Or dietro la supposizione da noi fatta di x = u-f-x, c 
lo scindimcnto operato , si è ottenuta tra z cd u V equa- 


zione * == — clic però risulta z=ii — dalla qua- 
le , sostituendo le lettere del Vieta alle nostre , si ottiene 
„ 3B* B’ E’ — B’ 

A -E ' - 3T~ E— E' — ~ 


Ed «*cco svelato lutto il mistero contenuto nella diversa 
forma come il Vieta aveva presentata la stessa formula 
Cardanica. 
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Allo stesso 5. 394. 

Ottenule le forinole generali esprimenti le radici del- 
le equa* ioni cubiche mancanti del secondo termine, com- 
prese nella formoU generale 

x s * -f- px + q = o M 

sarli facile il passar da esse alle corrispondenti per le e- 
quazioni cubiche compiute, della forma 

y 3 + «r* + b + c — ° M ' 

licchè non sia bisogno di liberar prima una equazione 
cubica , che propongasi a risolvere , dal secondo termine. 

Suppongami le radici dell’ equazione M espresse da 
«, fi, y ; è chiaro che quelle dell’ altra M', di cui la M 
rappresentava la trasformata libera del secondo termine , 

a a 

dovrebbero rispettivamente essere et -- ? j9 — - » 

y — Ed avran luogo per le radici dell' equazione 
M le seguenti equazioni di condizione 

z. «+/3 + Y = o 
a. »/3 + «7 + 0y t=> p 
3. »/3y = — x 

£ per quelle della M' le seguenti altre tre 
1. * -! r p + y — a=— a 

che coincide con la n. i. delle precedenti 

n. (-^-t)+(— IX»-t)+(z-tX»-t)=* 

l " (*— 

Cioè per la n. n. sari , eseguendo le moltiplicazioni e le 
riduzioni 

a/3 + »? + 0Y — (»* + 9/3 + a ?)-f- +-y = * 
o sia , sostituendo pel primo trinomio p , ( r. a. ) , r 
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a * _ 

P + y =* , 


a 

T 


e p — b — 

Finalmente l' equazione n. ni. diviene 

<*£y— (*/9+*y+/h0y + (*+/N-'>')- 7 -— ~ =~c 
cioè ponendo per *,3y il — q ( n. 3 . ) j pel coefficien- 
te di il p ( n. 1. ) > ed essendo zero Tallio di iL 
i r ' . 9 

( n. i. ) , sari > 


a c 

1 +PX- T+~ = c 


*7 


fl* 

clie , sostituendo per p il binomio b — — - , e riducendo 


darli 


ab . aa 1 
q = e — -^-4- — 
' 3 * a; 


£ questi valori di p , q sostituiti nella formola generale 
della prima radice delT equazione 

x ì +px + ti = o ■ - • 

la ridurranno alla seguente f . 

*=V [_r/~ i ab +-[ c +\ r ((r : a '-i ab +TÒ )] 

+V “(i a ’-T0 )] 

(orinola nella quale la x è funzione de' coefficienti a, b, c 
dell' equazione proposta in y. Ed ottenuto cosi questo so- 
lo valore della x, sarà facile passar da esso agli altri due, 
e quindi ottenete i Ite corrispondenti della y , col sottrar- 
le da ciascuno di essi la quantità -j- 
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Il caso irriducibile delle equazioni di terzo grado 
fu la prima volta avvertito da Cardano , clic non mancò 
di tentare se mai fosse possibile di pervenire per altra 
via ad ottenere le radici di tal sorta di equazioni libere 
da forma immaginaria. Da ciò si rileva, cbe % non dove 
essergli ignota questa specie di algebriche espressioni. Può 
anzi con fondamento dirsi che lo fossero prima di lui 
conosciute , e considerate da coloro che nell' arte anali- 
tica di quel tempo versavansi, se riguardisi, che Carda- 
no nel trattarne non se ne fa autore . 

II luogo ove egli piu manifestamente ne parla , è nel 
Cap. xxxvii. della sua Ars Magna , dicendovi che alcu- 
ni problemi conducono a semplice meno , ed altri a ra- 
dice di meno , il qual caso di meno egli chiama sofìsti- 
co , voce da noi cambiata in immaginario , per distin- 
guerlo dal caso di meno semplice, eh’ egli però dice pu- 
ro. Ed ei pel caso di meno sofistico cerca distruggerne 
ogni considerazione , conchiudendo cosi : Hucusque pro- 
gredirne Ari thmeti cn subii litas , cujus hoc extremum adco 
est subtilc , ut sit inutile . Dal che può ancora lrar»i ar- 
gomento , che il Cardano non considerasse una tale in- 
venzione come sua ; ma che già Y era comune agli ana- 
listi de’ suoi tempi. 

Per un esempio di problemi a radici immaginarie , 
egli propone quello di dividere il numero 10 , in modo 
che il prodotto delle parli fosse 4 <>i dicendo a tal propo- 
sito : Manifestimi est quod casus seu quaestio est impos- 
sibilis , come evidentemente il faceva rilevare la sola 
prop. 5 del II* degli Elementi di Euclide. Ma egli , ciò 
non ostante risolve tal quistionc algebricamente , secon- 
do q uè’ mezzi che somministrava l'arte analitica di quel 
tempo , cd assegna le radici immaginarie , che dimostra 
effettivamente soddisfare al quesito algebrico. 

Chi potrà dubitare dopo tutto ciò, che tal forma di # 
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radici non fosse nota a) Cardano ? E se è così , coinè 
mai La potuto il Gua-dc-Malvcs attribuirne la conoscen- 
za .1 Bombelli, dicendo nella parte storica della sua Me- 
moria intitolata : Recherches sur le nomòre des racines 
réelles ou imaginaires des équations j inserita negli Atti 
della Reale Accademia delle Sciente di Parigi an. 1641 : 
Bombe Ili en second lieu est le premier , qui fait entrer 
dans Ics ealculs les racines impossiòles. 

È vero che Bombelli, ripigliando le ricerche sul ca- 
so irriducibile delle equazioni di terzo grado , fece nuo- 
vi sforzi per trasformarle in forma reale , nel che fu e- 
gli più felice che il Cardano, e si vide però nell' obbligo 
di particolarmente svolgere e stabilire il calcolo degli im- 
maginar j * ma ciò è ben diverso dall' essere stato il pri- 
mo a considerarli. 

Giova anche qui notare, a questo proposito, die 
il metodo adoperato dal Bora belli, per riesci re come si è 
detto a liberar da immaginar) le radici dell' equazioni del 
terzo grado, nel caso irriducibile, combina con quello eh’ 
egli stesso aveva rinvenuto per estrar la radice da un bi- 
nomio di cui uua parte fosse razionale, e V altra irrazio- 
nale reale ; metodo che dopo più di un secolo il Walli» 
fece rinascere come suo , con dir solamente che Collins 
da più anni gli aveva scritto , che un matematico del 
Belgio aveva immaginala qualche cosa di simile. 

È pur degno di esser notalo, che nè al Cardano, nè 
a Bombelli sfuggi la nozione, che il prodotto di due im- 
maginar) dovesse esser reale ; nè tampoco si mostrarono 
essi maravigliarsi di questa specie di risultamento , come 
il Wolfio, e taluni altri analisti moderni hanno fatto 
la noterelLi a pii di pag. del J. i 43 )• 

Che se Cardano ebbe conoscenza de' radicali imma- 
ginar) , dovè con maggior ragione aver l'altra de' radi- 
cali reali ; clic però anche , a questo proposito*, ha ma- 
lamente opinato il Gua-de-Malves , e dietro lui il Mon- 
tucla , che nell’ Algebra del Bombelli si fossero vedute , 


Digilized by Google 


ÀL VOLUME I. 


349 

per la pr?ma volta, considerate le quantità radicali , ?*l 
loro calcolo. E potevano ben essi, quando avevano mes- 
so il piede a scriver la storia di una tale scienza, riscon- 
trare originalmente le opere de' primi italiani che ce ave- 
van trattato ; che ben avrebbero ravvisalo nell' opera di 
Fra Luca le regole di tal calcolo , come lo ha fatto a di- 
steso e con molta chiarezza rilevare il Cossali, nella sua 
più volte lodata opera delC Origine , trasporto in Italia , 
cc. del! Algebra , al Gap. tv. del VoL li. 

A DIVERSI 55- DF.L LtB. III. 

Per non stare a ripetere tante volte il nome di Car- 
dano , nel dire separatamente di ogni titolo di' egli rap- 
presenti su i principj fondamentali riguardanti la natura 
delle equazioni , abbiamo stimato conveniente di qui rac- 
cogliere quello che gli appartiene. E senza nè meno star 
a citare di volta in volta T opera elabora ti »si ma del Cos- 
tali , rimandiamo al C;«p. vit. del Voi. 11. di essa chiun- 
que voglia riscontrare ciò che diremo j ove troverà certa- 
mente di che restar soddisfatto , essendo ciò che ivi reca 
il Cossali tratto a dirittura dalle originali opere del Cardano. 

In primo luogo conobbe Cardano , e manifestamen- 
te spiegò in alcuni problemi conducenti ad equazioni cu- 
biche , la composizione di esse da tre fattori della forma 
arTro j ove m rappresenti il valore di x (5*3*9 — 33 < ) : 
e se egli non valse a render generale una tale verità , co- 
me nè pur le molte altre seguenti, ciò dee attribuirsi al- 
la maniera come allora Irattavansi le equazioni , dividen- 
done i termini ne’ due membri ; ed anche , come più 
volle si c detto , alla forma aritmetica , e non universa- 
le di essi. 

Conobbe inoltre qual fossi* la natura del corniciente del 
secondo termine nelle equazioni di terzo grado, fino al 
quale limi lavami le considerazioni degli analisti di quel 
tempo j indicando eh* esso risultava dalla somma delle tic 
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radici dell* equazione (J. 334) 5 e v *^ c P ure che ^ ultimo 
termine risultava dal moltiplicar insieme esse tre radici 
(5- 33 j) , sebbene ciò non trovisi da lui manifestamente 
detto , ma per incidema fatto avvertire 

Fu ancori il Cardano che ravvisò il primo la distin- 
zione delle radici nelle equazioni in posilivé e negative 
da lui dette erre r false , la qual denomi nazioue si è 
conservata sino al Vieta , e tuttora suole ancora adope- 
rarsi. Ed a torto il Montitela lo taccia di non aver rien 
flit sur r usagr des rari ne* negative*, qu il r ciarda prò - 
bablernent camme inutile* ^ mentre occupato egli a tratta- 
re le varie regole pel risolvimeiito de’ problemi , una nc 
reca nel Cap. xxxvit. col titolo : De regala falsum pò- 
nendi , ove ragiona della necessità c dell’ uso delle radi- 
ci negative $ e solo può il Montucla con ragione dire, 
di’ egli non abbia stabilita generalmente la massima da 
usarne , e die le abbia adoperate in alcuni casi , non già 
tiaeudole dal maneggio deli' equazione al problema , ina 
da astratte considerazioni fatte prima di tentarne la so- 
luzione , dalle quali derivava , die al medesimo doveva 
soddisfare un numero negativo. 

Avvertì anche il Cardano le radici immaginarie del- 
le equazioni ; ed ei forse il primo tra gl' italiani vide 
dover esser tali in alcuui casi quelle dell' equazione 
x * q z=z px (5- ), del che fc» fede il trovarsi 

da lui detto : Postuma* vero venari gcnus m : ( cioè 
— ) aliud , quod ncque est purum ra : ncque jf m ; ( cioè 
radice di ) sed re* omnino falsa ( ecco come distin- 
gue tali radici da quelle prima da lui dette false , cioè 
negative , indicando con quell' omnino falsa 1* impossibi- 
lità del concetto di esse, la qual denominazione equiva- 
le alla nostra di immaginarie ) et cujus regula qua* 
componi tur ex amlmbas. E dopo ciò ei cerca con esempj 
illustrare ciò che aveva detto. 

Conobbe inoltre il Cardano che un' equazione di gra- 
do pari , o non ha alcuna radice reale , o debba averne 
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in numero pari, nella qual considerazione ei man mano si 
va elevando , assumendo prima a considerare le equazioni 
di secondo grado jr’-f- px = q , x*= px + q , a: a -f* q == px , 
le due prime delle quali ei dice aver sempre due radici 
reali $ mentre la terza, or ne ba due, ora niuna (cioè niuna 

reale ) , sccondochè sia —, ~p'^q > o pure p'K*!- Da 

queste equazioni ei passa a quelle di quarto grado derivative 
del secondo, c dice che P equazione ari -J- q — nix* abbia 


o quattro radici reali, che sarebbe nel caso di q, 

4 

o non ne ba alcuna , che sarebbe nel caso contrario di 
q . E dopo ciò ei slanciandosi al di la de’ limi* 

ti segnati al calcolo algebrico di allora , asserisce gene- 
ralmente , che le derivative del secondo grado posso- 
no essere di radici adatto prive ( intendendo sempre di 
radici reali ) ; che non possano mai averne una sola ; ma 
almeno due : nè mai tre , ma quattro ( $. 371 ) . E per 
le equazioni della forma x ** — <j ei non mancò di notare 
che fossero dotate di due sole radici ( J. 357 ). 

Ravvisò aneli’ egli , per le equazioni del terzo grado 
la proprietà di dover avere o almeno uua sola radice rea- 
le ( j. 371 e 395 ), o pure dover esser tali tutte e tre ; 
ed assegnò puranchc i limiti per conoscere quando aves- 
se luogo T un caso , e quando V altro ( J. 395 ) : ed e- 
stese tali sue considerazioni anche alle equazioni di ter- 
zo grado compiute. 

Considerò inoltre in varj casi di equazioni partico- 
lari di terzo grado i commulamenti delle radici reali da 
false in vere, o da queste in quelle, comparandoli co' 
segni onde sono affetti i termini di esse , n secondo la 
maniera di quel tempo , con la forma diversa nella qua- 
le si presentava il loro primo e secondo membro : il me- 
todo eh’ ei adopra per provare queste sue diverse consi- 
derazioni , c quello di verifica , e per un caso ricorre ad 
una dimostrazione lineare ; il che valga a mostrare per 
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quali ripieghi , e con quali stenti potevasi pervenire a 
quel tempo a stabilire t ciò che 1’ Algebra simbolica otter- 
rebbe con una semplicissima sostituzione. Che se tutte 
queste ricerche del Cardano non costituivano il famoso 
teorema del Cartesio ( J.336 ),non dovrò però negarsi, 
che aprissero grandemente la strada a pervenirvi , molto 
più quando questa venisse agevolata dalle nuove forme 
del calcolo algebrico. 

Conobbe anche il Cardano le radici uguali nelle e- 
quazioni di terzo grado , e ne fece special menzione in 
qualche caso • clic però ha errato il Montucla in credere 
il contrario: e l'argomento eh' egli adduce, per favorire il 
Cardano , che non era si facile il distinguere tali radici , 
quando 1' Algebra limita vasi a semplici equazioni nume- 
riche , ove quel doppio valore identico nulla indicava di 
più per la soluzione del problema, come avviene ne* casi 
de* problemi geometrici, e nella teorica delle curve , po- 
trò servire a dimostrare il maggior ingegno del Cardano, 
nel saper diciferarc il vero in mezzo all' oscuritò che al- 
lora involgeva 1' analisi moderna. 

Riguardo alle varie trasformazioni da operarsi sulle 
equazioni, il Gua-de-Malves stesso riconosce Cardano per 
autore della liberazione delle equazioni di terzo gra- 
do «lai secondo termine : Cardati ( ecco com’ egli si e- 
sprime ) reduit ossei generalrment à la formule ou le 
second terme <’ évanouit lei principales dei autres fot - 
mulcs ì fju on peut imagìner dans le troisieme degré. Sem- 
bra strano dopo ciò , che il Montucla abbia voluto inte- 
ramente spogliamelo , attribuendo al Vieta tutt' intero il 
merito delle trasformazioni delle equazioni. Ma non è so- 
lo per incidenza , che Cardano siesi occupato , nel ma- 
neggiar le equazioni di terzo grado , dell' argomento del- 
le trasformazioni* trattalo egli anzi di proposito in di- 
versi luoghi delle sue opere. Su quest' oggetto versa n di 
fatti il Cap. xxi. dell' Ars Magna Ariihmeticae , eh' ei 
intitola; De pcrmutationc capilulorum inviccm ( la voce 
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tapitulum vale lo stesso che aequatio ) ; ed il Cap. vii. del- 
ì'Ars Magna si ve de regulis algebraicis y intitolato : De ca- 
pitulorum trans mutatone. £ qualche cosa pur ne disse nel 
Cap. xxviii. de modo invenicndi capitala vera, della prima 
delle suddette opere , come pure nel vi della seconda di esse, 
e nel xxvii : De transìtu capi tuli specialìs in capitulum spe- 
ciale. Da tulli questi luoghi risulta, che Cardano conobbe e 
trattò la maniera di accrescere o minorare di una data quan- 
tità le radici di un' equazione , trasformazione eh' ei disse 
in ragione aritmetica ; el' altra di moltiplicarle o dividerle 
per quantità data , ch'ei denominò trasformazione in ragio- 
ne geometrica. Di piò parlò di trasformazioni in ragion 
geometrica reciproca , cioè quando l' incognita x di un 1 e- 

quazione pareggisi ad un fratto della forma , per mezzo 

della quale trasformazione egli , ponendo x = — , passa 

dall' equazione x ì z=z nx • -}- q all' altra jr' -f- py ss Q j e 

V<7 

ponendo x = trasforma l'equazione x* -\-nx'-\-q=zmx* 

nell' altra y* -f- ny* -f- q — my^q. 

Finalmente un altro genere di trasformazioni propose il 
Cardano , che chiamò di radici permanenti , il qual consi- 
steva io trasformare un' equazione in un' altra di termini o 
tutti , o alcuni diversi , rimanendo taluna delle radici senza 
il menomo cambiamento, ed in ambedue le equazioni la stes- 
sa : ingegnoso modo di trasformazioni al preseute trascurato, 
perche da esso alcun vantaggio non trae la risoluzione delle 
equazioni. Ed una tal trasformazione poteva aver luogo con 
diverse condizioni , che a chi piacerà conoscerle potrà ri- 
scontrarle nella più volte citata opera del Cessali al voi. II. 
Cop. vii. Art. 5- Sp. ;v. 

Or come in vista di tante ricerche fatte dal Cardano, per 
le trasformazioiii delle equazioni, ha potuto i| Monlucla asse- 
rire , che affatto non a vesse quello conosciuta questa materia, 
che fino al Vieta era restala non tocca , e da questo per la 
prima volta introdotta nell' Analisi moderna ! Noi non Irò- 
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riamo altra ragione ad addurne , se non che , o il Montucla 
non stesi mai curato di riscontrare originalmente le opere del 
Cardano , o quantunque le abbia vedute, non le abbia molto 
approfondite , per elicilo della durezza del linguaggio alge- 
brico di que’ tempi , e per la maniera oscura nella quale so- 
no espresse le cose che vi si dicono» Ed h però , clic grande 
obbligo deb beri professare al Cosaali , clic a fatica non leg- 
giera abbia ricavate da esse le principali cose che vi si 
contenevano , esponendole con quella veste algebrica che 
loro era propria , ed in modo attissimo ad essere intese da 
chiunque sia iniziato ne 1 metodi della moderna Analisi ele- 
mentare. 

Al Cap. i. del Lia. ir. 

A restringere in taluni casi il numero troppo grande de* 
divisori dell* ultimo termine di uu' equazione , che possono 
esserne radici, giova valersi della ricerca decimiti in più ed 
in meno di tali radici ( 5J- 479 e 4®» ) c del teorema dimo- 
strato nel J. 483. 

Al Gap. vi del Lia. jv. 

I metodi di approssimazione per la ricerca delie radici 
delle equazioni , sempre però limitati ad equazioni di terzo 
e quarto grado , non rifuggirono il penetrante ingegno del 
Cardano , come ne fa fede la sua coà detta rrgula aurea, di 
cui costituì un capitolo intero della sua Ars Magna ; e que- 
sto titolo magnifico del quale egli aveva fregiata nna tal re- 
gola avrebbe dovuto muover certamente a curiositi il WaU 
lis, il Gua-de-Malvcs, il Montucla, ed altri storici posterio- 
ri delle Matematiche, ad esaminarla per conoscerne V ogget- 
to . Fssi ri avrebbero ravvisato un metodo ingegnoso per 
approssimar le radici delle equazioni di terzo e quarto gra- 
do , che molto combina con le ricerche posteriori su i limiti 
delle radici delle equazioni da prima tentate dal de Baune , 
grande amico, ed ammiratore del Cartesio, promosse in se- 
guito dallo Scoothen , e da Erasmo Cartolino • e perfezio- 
nate dal Newton , dall* Hallejr , e dal Rapluon. 
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IhTRORPHORE ALL ÌM1LIS1 Al.OEHMCA ELEMEUTAIlt. 

Necessitò di una maniera generica da indicar sì le quan » 

tlià continue. che. lf; 35S è! 

Maniera di risolvere un problema con un ragionamento 
astratto , detta Analisi. ' j — 

Nuova ragione per un* indicazione universale de* numeri, g 
Modo dì ciò lare ebe presentava»! a 1 moderni * e come 
potevasi uua tale indicazione rilevare dagli Elementi 
di Euclide. to — 

Dimostrazione di Euclide, che : Due numeri scambievol- 
mente moltiplicandosi danno prodotti uguali. n 

Indicazione universale de* numeii per mezzo delle lette- 
re dell' alfabeto. ,j — 

Segni per brevemente dinotare le prime quattro operazio - 
ni tulle quantiù simboliche , è i'uguagliania o dis- 
uguaglianza di due quantità . 16 — 18 


Anali» del 


el problema riportato nel J- 7 
bolie.a. 


risoluto in tor- 


ma anali 


-*9 


Differenza tra i risultammo che otlengnnsi dal risolvere 

un problema aritmeticamente, o con l’Analisi algebrica. 1 6 « io 


> WK" 


LIBRO I. 

dell’ algoritmo algebrico. 


Cit. I. della dirersa forma in cui si presentano i mo- 
nomii algebrici nel calcolo. ..... pag. 1 1 — it> 

Che eoa» sia coefficiente : considerazioni sulle quantità 

m.ar-1-n.jr, edm.* — n.x. ai — aa 

Quale idea debba formarsi delle quantità cosi delle po- 

linee, e quale delle altre chiamale negative ; e per- 
chi; queste ilicansi minori 'lei atro. ~~ a 3 — 34 

Cosa zia eiponente ed esponemiale , o paterna e radice 
di una quantità, tj 

a 3 
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Clic a m = af X “ 7 X « r i ove si» T + r I e 

— « 

clic a ~ V' n”“. 

A dii sono usuali o°, a — **, ove ni sia un intero, o pu- 

re un fiatili. ag— 3u 

Cap. II. Conseguenze che traggonsi dalle considera- 
zioni del Cap. precedente. ..... pag- 17 — 20 

Che la potenza , o la radice di un prodotto , sia quan- 

lo il prodotta delle potenze. 0 delle radici del gradii 

stesso de’ iattori di e»so. li 

In quali casi , c come possa ridursi uu radicale a più 
semplice espressione. 3t 

In qual modo uua quantità si elevi ad una data potè 11- 
11. o da essa si estragga una data radice , supposto 
clic fosse un radicale. 33 — 34 

t lume riducami allo stesso indice 1 radicali d‘ indice di - 

verso . 33 — 3j 

Car.III. Del segno clic affetta le quantiti algebriclie 
dopo le operazioni aritmetiche che si fanno con 
esse, cioè Somma, Sottrazione, cc.... pag i 1 — af 


Regola po’ segui nelle prime quattro sopraindicate ope- 
razioni ; e quindi del segno della potenza di una 
quantità . 38— 43 

Cap. IV. Della diversità che passa tra la natura delle 
operazioui algebriche , _e quelle analoghe della vol- 
gare Aritmetica. » pag. a5 — 28 


Importanza dell’ oggetto di questo Cap. 44 

Deiinirioue del monomio , del polinomio, e sue diverse 

specie . 45 — 48 

Oliando due o più termini analitici sieno limili , e come 

si esegua la contrazione , o riduzione tra essi. 4" — 4o 

Altra essenzial differenza tra le operazioni aritmetiche e 

le analoghe deir Algebra. 5o— 3 1 


Cap. V. Del calcolo algebrico. .... pag . 29 — 3o 


l.r regole che qu’i si danno appartengono in generale al- 
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Della somma e sottrazione. 

53— 56 

Della moltiplicazione. 

57— 69 

Come si «segua la moltiplicazione , tjaandó ua fattore , 
0 tutti due sieuo polmoniti. 

Della divisione. 

65— 69 
70— n 

Divisione de' monomi! d’ ogni specie , cioè interi , Jra~ 


xionarii , radicali. 

7° — 7 3 

Divisione di oti polinomio per un monomio , ó di un 


polinomio per un altro. 

75— 77 

Csp. VI. Conseguenze che traggonsi dal precedente 
Gap. per la riduzione de' fratti . . pag. tfo — 5i 


Riduzione de' fratti di diverso denominatore allo stesso 


denominatore « ed uso di essa nella somma e sottra- 


zio ne de' fratti. 

82 

Definizione del massimo comun divisore , e come rin- 

vengasi tra i monomii. 

83— Si 

Prenozio'ni necessarie alla ricerca del massimo comun di- 


visore tra i polinoniii. 

Si— 87 

Regole per la ricerca del massimo comun divisore tra i 


polinomi!. 

88 — 91 

Esempii per tal ricerca , ed avvenenza nell’ eseguirla. 

93 — 100 


Cip. VII. Uso della divisione nello 
un fratto in serie 


svolgimento di 
pag- 5a — 55 


Come si svolga in serie il fratto — — - — 

b -4- c 

Come si possa ottenere tal serie senta eseguir la divi- 


101 


sitine . im 

Che una tal serie debba continuarsi necessariamente all’ in. 

finito. mi 

Quando una tal serie sia convergente , e quando clncr- 

S ente - io 4 

Conseguente importanti che traggonsi da un tale sviluppo. h 75 — 107 


Cip. Vili. Delle frazioni continue . . pag. 56—70 

Origine, deiinisione e forma delle frazioni continue. 110 — ni 
yutndo avviene che 1 tenniai successivi di una frariiv . 

ne continua , a contar dal seconda risultano tutti no- 

! * £ 
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«itivi . qnando tutti negativi ; o pare che ti altcrna- 
no ne segni. n3 

Clie un» trazione continua oflre una continuata approt- 
Munizione del fratto ordinario eh’ essa rappresenta. 1 14 
Cile lo svolgimento di un tratto ordinario in frazione 
continua sia una ricerca analoga a quella ilei massi - 
mo commi divisore , e conseguenze di lai considera - 

imint_. 1 1 15 — 1 18 

Come si passi da una frazione continua «1 fratto orili- 
_ nario domi' essa è nata. ut)— ts3 

Come si svolga un radicale in frazione continua. 1 14 1 2 8 

Clic la frazione contìnua che rappresenta un radicale , 11 

non debtia mai terminarsi , donile resta (-(mirini -Ila alle 
quantità radicali la natura d’ incommensurabili. iaq tZS 


Cap.IX. De’ radicali immaginari!, e del loro calcolo. 
P a S- 7 ‘—75 


Origine c definizione delle quantità immaginarie , 
( l| U1 , ca l c0 | 0 p €r esse. 

Operazioni sugl 1 immaginai il. 


i3 7— i3 9 

14»— tlflj 


C*p. X. Dell’ elevazione a potenza , c dell’ estrazio- 
ne di radice dalle quantità algebriche, p. 76 — 85 


Itegola per elevare a potenza , o per estrarre la radice 

da una quantità monomia. , l $ lt 


Le stesse pe* poiinóhiit. 

t 5 t — ifia 

vitMiijifsiiiout: un quaaraio , e aei rubo ni un binomio. iW— i 54 

"UC icuremi riguardami la composizione della 

potenza n 

di un polinomio. 

i 56— .58 

Si ricava da questi la regola per 1 ' estrazione 

di radice 

da un polinomio. 

i 5 q — iGo 

Applii-Uciutie di una Tal regola all 1 estrazione 

Idi radice 

da’ polinomi! quadrati o cubi. 

tfia— 165 


Car. XI. Delle combinazioni e permutazioni./;. 86 qo 

Clic s'intenda per combinazioni di più elementi, e che 
pei permutazioni ; e quali di esse dicausi binarie . 
quali ternarie , re. _ 16 6—1 6q 

Iti ni dementi non puv ànnnm al grado stesso m , 1 

clic una sola confbtnazione. *7^ 

(Jn.uU couibiuziaAl e permutazioni buune ti possano 
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ottenere con due elementi , quante ternarie con tre. rc.i- 1—171 

Forinola per le combinazioni e permutazioni di rn ele - 
menti al grado stesso m. i "3 

Altre |>er le combinazioni e permutazioni binarie, terna- 
rie re. fiuo al grado « di M elementi) o pur delle unc 
o delie altre separatamente. — *77 

Cap. XII. Formola generale dello sviluppo di una 
potenza qualunque di un binomio. . . . pag. 81 

Principi su i quali sono forniate le diverse dimostra» 
tioni di <| ii rsl' assunto -, c su* quali è fondata quella 
clic qui si reca. 178 — 179 

Forma «lei prodotto di un polinomio ordinato per rap- 
porlo ad una lettera x , pel binomio g-j-n, 180 

Conseguenze di un tal teorema. i8T— 181 

Forma de’ coefficienti del prodotto de’ binomii x -f* a~, 
x + b , r -)-c, re. i 83 

De 1 segui che debbono affettare i termini di questo pro- 
dotto . 18 j 

Sviluppo della potenza n di j - f» a . 18 j 

Che in tale sviluppo sono identici i coefficienti della for- 
mola del binomio pel primo ed ultimo termine , a 
gli equidistanti da essi. iStì 

M àniera abbreviata di elevare un binomio ail una polpo- 

za intera e positiva. 187—188 

Riduzione del binomio * -f- o a torma semplicissima , 
prima di elevarlo a potenza n. 189 

Cap. XIII. Continuazione dello stesso argomento del 
precedente Capitolo pag. 100 — 107 

Sviluppo della formola ( * -{- a )* , ove n sia un nume- 
ro qualunque intero, o fratto , positivo, o negativo .190—198 

Cap. XIV. Avvertenze necessarie per convenevolmente 
sviluppare in potenza un binomio. pug.. to8 — n 3 

Che la serie debba arrestarsi quando la m sia un nume- 
ro intero positivo , e continuarsi all' infinito negli al- 
tri casi. 199 

Come debba apparecchiarsi un binomio t perche la serie 

risulti decrescente. aoo— 201 

Come debba apparecchiarsi nel caso di esponente firazio- 
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nano, perchè non ventilino i primi termini affetti 
<Ja irrazionalità, 3Q1 

Esempli (I i vmi in comprova delle precedenti dottrine. ao 3 — an? 
Si accenna il metodo di llallev, por estrarre con appros- 
umazione la radice del trailo n dalla lormola t a 108 

Cai 1 . XV. Conseguenze che derivatisi dal Cap.XIII. 
pag. n4— 116 

Formolo risultanti dalla somma o differenza de' due svi - 
luppi della potenza n dì x a e di x — o ; e forma 
in cui esse si presentano se a si camini in a y — 1 ao 9 — ni 
Clie lo sviluppo di { a V — t )" sia un' espressione 
della forma À -|- B V — 1 . ata 

Indicazione della maniera di sviluppare in iene una 
qualunque potenza di un polinomio. ai 3 


LIBRO II. 


DELLE EQUAZIONI DI PRIMO E SECONDO GRADO 
E DI ALTRE RICERCHE CHE NE DIPENDONO. 

Cai*. I. Nozioni preliminari intorno alle equazioni 
ccl a' problemi pag. 117 — ia 3 

Clic %' intende per problema ì per dati di esso » per <yiic - 

silo e condizioni. ... a>^— 116 

In che consista 1 ' artifizio della soluzione algebrica Ji 
un problema. a 17 

Che cosa è equazione , e che *' intende per risolvimeli - 

10 rssa. ai 8— -aio 

Problemi che rischiarano le precedenti nozioni. 221 — 23 3 

ITa clic deriva la diversità di grado delle equazioni a’ pio - 
hlrrni che si risolvono. . aa£ 

Che s intende per equazione di primo , secondo t ter» 
so . . . n-csimo grado : e quali di queste si dicano 
semplici , quali compone. aa 5 — a 36 

Cosa sia primo membro di un’ equazione , cosa sernn - 
do membro • e quando si dica un’ equazione ordina - 
la . quando ridotta a zero , e come si ottenga 1' una 
o T alita di queste cose. 217— a 3 * 
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Ver» idea di un* equazione ridotta a zero i 3 * 

Che le condizioni ne' problemi possono condurre o *d 

aria equazione , o a pm. .... . *33— ri34 

Quali problemi dicami determinali, e quali indeicrmi- 
n „iì ; e che »' luleoiia per AnalUi aeierminaia , ctre 
per indeterminata. * 35 — * 3 ^ 

Cap. II. Maniera di apparecchiare un’ equazione.;), t *4 


Regole per pervenire all'oggetto sopraindicato. * 4 o — *47 

C*p. III. Della maniera di risolvere le equazioni 
determinale di primo grado. . ... . pag, 1*9 
C*p. IV. Del maneggio di più equazioni di primo 
grado con altrettante incognite , per ottener 1' e- 
liminata da quelle pag. > 3* — >46 

In quali casi risolvendo un problema si perviene a più 
equazioni con altrettante incognite. * 5 * 

Che s’ intende per eliminata ; e condizioni clic debbono 

avere le equazioni donde essa dee derivare. * 53 — *54 

Metodo per tostiluupnc , e per pareggiamento. * 56 — *60 

Metodo d* inserimento. *61 — *71 

Regola generale per calcolare tulli una volta , o sepa- 
ratamente i valori delle incognite, clic risultano da al - 
trettante equazioni di primo grado letterali o numcricKe.*;* 
Vantaggi di questa regola, e che essa regge anche quan- 
do in ciascuna delle equazioni proposte non sicnvi 
tutte le incognite. *73 — *;6 

Cìp. V. Osservazioni sopra alcuni casi delle elimi- 

nazioni pag. >47 — ] 49 

Cosa dinoti lo svanimento di alcuna incognita in qual- 
che Unta , quando adoperasi per 1 ' eliminazione il me- 
todo del itezout. • *7 7 

E di che sia indizio il pervenirsi ad equazioni identiche, 

adoprandovi i metodi esposti ne' $ *M> e abi. *78—379 

Car. VI. Risoluzione di alcuni Problemi determina- 
ti di primo grado pag. i 5 o — 160 

Che s’ intenda per problema di un dato grado. *8t 
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In che consista 1* eleganza della soluzione algebrica di 
un problema aritmetico. a86 

Cosa indichi un valor negativo per la x risultante da 
un 1 equazione dì primo grado. agi 

Clic idra Insogna formarsi di un problema che dia Ino- 
go ai] una equazione identica per risultamento della 
sua soluzione. ag3 

E la Ita la massima, che ogni problema^ che algebncamen- 
te risoluto conduce a I equazione dì primo grado , 
possa aritmeticamente risolversi per la regola del falso. agG 


Cap. VII. Della natura delle equazioni di secondo 
grado , e della maniera di risolverle. 161 — 168 

Donde derivi la forma trinomi* alle equazioni di se » 
condo grado ridotte a zero, ed in qual caso esse di - 
ventino pure . 297—298 

Clic 1' incognita nelle equazioni di secondo grado lia 

il up valori distinti ♦ nè possa averne di pia. 399—300 

Clic il coprìu-icnic del secondo termine in una «quazio- 
uè di .secondo grado sia quanto la somma delle due 
radici di essa, proe col segno contrario ; ed il terzo 
termine quanto il prodotto di esse . 80 1 

Maniera di risolvere le equazioni di secondo grado. 3oi — 3o5 

Altra maniera di risolverle, e regola da ottener le ra - 

dici senza maneggiar 1* equazione* 3o6 — 307 

Della diversa natura delle radici di un 1 equazione di se » 
condo grado , e maniera di conoscerla prima di "ri - 
solvere T equazione, 3 08 — 3i 3 

Idea die deliba lui inai si delle radici reali , o immagina- 
rie risultanti dal maneggio di un' equazione di secon- 
do grado. 3 1.3 

Cap. Vili. Alcuni problemi aritmetici di secondo 
grado pag. i(>9— 178 


Piime indicazioni della corrispondenza tra il grado dcl - 
1* equazione ad un problema, cd il numero delle so - 
luzioni di cui è suscettivo. 3*4 

l»o di un valor negativo della a*, e quando con veti* 

ga rigettarlo . 3i5 — 317 

.Si dimostra con la corrispondenza de’ risultameuti di un 
problema ad una verità dimostrata da Euclide, die le 
• aditi immaginarie dinotino soluzioni impossibili del 
problema cui corrispondono. 3 19 
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Si rischiar» con un altro esempio la vera idea delle ra- 
dici negative. 3ai 

Dimostrazione della forinola di Ilalley giit indicata nel 
j. aoq. ia6 


LIBRO III. 

TEORICA GENERALE DELLE EQUAZIONI , E MANEGGIO 
DI QUELLE DI TERZO E QUARTO GRADO. 

INTRODUZIONE pag, 179 l8o 

Cip. I. Della natura, e delle proprietà delle equa - 
zioni composte pag. i 81 —m 

Ogni espressione algebrica della forma x m + Ax m "~* + 
ggx'"‘~ > -4- .... può sempre considerarsi come il pro - 
dotto di m fattori della forma x -f> a , x-f- b . . . 7 3aQ— 33u 
Un 1 equazione del grado m ha ni radici. 33i— 333 

Si dimostra come sieno formali dalle radici di un’ equa » 
tione i coeflicienli determini di essa; ed a chi sia 
perciò eguale 1^ ultimo suo termine. 334—335 

Si dimostra la legge de’ segui de’ termini di nn' equazio - 
ne composta, «radici tutte positive o tutte negati ve. 356 
Il converto del precedente. 3T; 

Che jd un’ equazione qualunque M ogni nuovo fattore 
x — a v' introduca un' allernazioue di segni , ed ogni 
altro * + a una successione. 338 

Che io ogni equazione a radici reali vi sieno laute al- 
ternazioni di segni , quante radici positive , e tante 
successioni quante negative; e vicr\nrsa. 3qo 

Clic la regola precedente può far conoscere talvolta 1* e - 
sistema di radici immaginarie, ~ 3| i 

Appendice al Cap. precedente , nella quale si espo- 
ne il metodo per ritrovar la somma delle poten- 
ze di qualunque grado delle radici di un' equa- 
zione , o pur la somma di lutti i prodotti della 
forma a m / 3 " y 1 . . . . delle radici stesse. ..p. 189 — 1 cjC> 
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Cii>. II. Di alcune altre proprietà delle equazioni . 
p<*g- 197—200 


In qual caso un* equazione avrà necessariamente alme - 
no una radice reale. 349 

Che ogni equazione >1 cui ultimo termine è negativo 
ha necessariamente una radice reale positiva . 35 o 


Che se essa 


?ssa sia di grado impari ne i 
si c poc’ anzi licito ; e che V 


abbia almeno una 


come si è poc’ anzi «letto; e che rabbia negati va, se 
l'ultimo termine fosse slato positivo . èssendo poi di 
grado pari e con T ultimo ter mine negativo , dovrà 
avere almeno due radici reali, l 1 una positiva, Tal - 

Ira negativa. 35 i — 353 

Se in un' equazione che abbia una radice reale, o aven- 
donc più sien queste disuguali , sostituì scansi successi - 
vamente per r incognita due numeri, l 1 uno maggiore, 

1 ' altro minore di una di quelle radici , la differenza 
de' quali sia però minore di quella tra questa radice 
e ciascuna delle altre reali dell’ equazione : i risulta - 
menti di tali sostituzioni dovranno essere di segno 
contrario. 354 


Caf. III. Delle equazioni a due termini., .pag» 100 

Forma di queste equazioni , e considerazioni intorno 
ad esse . ' 355—357 

Maniera di risolverle , ed esempli per alcuna di essc.jpS — 3 tra 
Delle così dette radici culti che dclC unità. 36 o 

Che un radicale immaginario di qualunque grado è SCm - 

prc riducibile alla ferma a-\-by — t, 363—367 

Cir. IV. Delle radici immaginarie delle equazioni. 

P° 6 - ao 7 — 209 


Qual sia la forma generale delle radici immaginarie di 
un' equazione. 36 q 

Se 1 ' una radice immaginaria c della forma a -f- // V — i, 
ve ne dovrk essere un' altra della forma a-—b y — ~T. 3 ']o 
Le radici immaginarie debbono aver sempre luogo a paja 
a paja, ed essere della sopraindicata forma ; che perd 
ogni equazione di grado impari debba avere Decessa » 
riamente una radice reale. 371 

Un' equazione composta può sempre scindersi in fattori 
reali o di primo 0 almcn di secondo grado. 3 ^ a 
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Cip. V. Delle trasformazioni delle equazioni e del 
loro uso pag. aio 

Che s* intenda per trasformare un* equazione , e forino- 
la generale per trasformare in qualunque modo un' e- 
quazione in un* altra. 373—374 

Determinata P incognita nella trasformata rimane anche 
determinata quella nell' equazione proposta. 3^5 

Casi diversi di tal forinola per le varie trasformazioni 
particolari. * 3-6 

Forma generale di un termine qualunque della trasfor- 
mata ni un’ equazione. 377 

Conseguenze di tal teorema per le particolari trasforma- 
zioni , ed esempii per esse. 378 — 385 

Che s’ intende per equazione derivativa di un’altra , e 
come queste risolvami. 387 — 389 

Comesi formino i diversi termini, dall' ultimo in indie- 
tro, della trasformata di un' equazione in un' altra, col 
porre x z=zy + 3 . 390 

Conseguenze di tal teorema per la ricerca delle radici 

uguali delle equazioni. 391—393 

Càp. VI. Soluzione generale delle equazioni afTettc 
di terzo grado. pag. aio — 116 

Metodo per tal soluzione, e forma delle diverse radici ; 

e quando esse risultino reali , quando immaginarie. 3g| 

Che s' intende per caso irriducibile nelle equazioni di 

terzo grado , e quando abbia luogo. 395 — 397 

Alcuni esempj di risolvimento di equazioni di terzo grado.399— 4 01 

Càp. VII. Soluzione generale delle equazioni afTettc 
del quarto grado p ag. 227 — 

Metodo per tal soluzione, e forma delle radici. 4 oa 

Qual sia 1' ausiliario nella soluzione delie equazioni di 
quarto grado : e che si possa adoperare ad arbitrio 
una delle sue radici in risolvere le equazioni di quar- 
to grado. 4u3— 4o6 

Natura delle radici dì un’ equazione di quarto grado 
secondo i diversi casi in cui essa si presenta. 4°7 

Esempii di equazioni di quarto grado risolute. 4 > 9 — 4 11 

Càp. Vili. Continuazione dello stesso argomento del 
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Capitolo precedente 


pag. »33 


Principali metodi clic adoperami per la soluzione delle 
equazioni di quarto grado , ed esposizione di quello 
di Luigi Ferrari. 4 11 — 4'9 

Che 1’ ausiliaria nella soluzione delle equazioni di quarto 
grado debba necessariamente risultare di terzo grado. 4»o 
Osservazioni generali sullo scioglimento delle equazio- 
ni , e su ciò che finora 11 ' è stato trattato . 4 11 


LIBRO IV. 


METODI PARTICOLARI , E DI APPROSSIMAZIQyE PER LO 
SCIOGLI ME XTQ DELLE EQUAZIONI NUMERICHE , ED AL- 
TRE RICERCHE RELATIVE A QUESTO ARGOMENTO, 


Iwtboduzione , in cui si dimostra 1* importanza e 
l ooortio delle dottrine clic si espongono in questo 
Uh m pag. ajfl — i/f* 

Cip. I» Delle radici commensurabili, e quindi «le'fat- 
tori semplici delle equazioni » . . pag. 243—257 


Che s* intenda per radice commensurabile , o ragionale 
di un' equazione. 4a3 

Utilità di questa ricerca. 4 2 4 

Un’ equazione libera da fratti, e col coefficiente ì al suo 
primo termine, non può aver per radice un fratto ra- 
zionale . 4*5 

Ricerca delle radici commensurabili di un' equazione , 
se mai ne abbia. 4*7 

Maniera da ottenere tutti i divisori di un numero. 4™ 

Il sempii della ricerca delle radici razionali. 4ag — 43t 

Maniera di abbreviare la ricerca delle radici commen- 
surabili , quando 1' ultimo termine abbia molli di- 
visori . 43» — 433 

Altro ripiego del Newton per reslrigncrt il numero de' 
divisori. 435—436 
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Cbe io alcuni cui convenga apparecchiar prima conve- 
nevolmente T equazione. 4^7 


Cap. II. Dell* estrazione di radice di qualunque gra- 
do da 1 binomi! numerici parte razionali e parte 
irrazionali. ... « P a g • * 52—256 438 — - 44 a 


Cap. III. Della ricerca dei fattori commensurabili di 
due dimensioni pag. a 5 y — 267 


Definizione di tale specie di fattori. 44 ^ 

Maniera di conoscere quando un* equazione ne abbia , e 
quali sieno. 44 6 

Osservazioni per agevolare la maniera sopraindicata 447 — 44 ** 

Esempli in schiarimeolo della medesima. 449 ““ 4 $i 


Cap. IV. Delle equazioni reciproche , e quindi delle 
altre binomie, pag.ibQ — 


Definizione delle equazioni recìproche derivata da un* es- 

aenzial proprietà di esse. 4 Sa -— 4 53 

Conseguenza di lai definizione u è il dipenderne lo scio- 
gli mento da altre d* luferior grado. 4^4 

Metodo per ottener le ridotte di questa specie di equa- 

ziom si nel caso di grado pari che ìmpari. 4 S S— j Si> 

Clic le equazioni binomie deila forma x m « possono 

trattarsi come le reciproche ; e iino a qual valore 
della tn possa ottenersi la soluzione compiuta di tali 
equazioni . 457 * 


Cap. V. Delle equazioni a radici uguali ; e quindi 
della maniera di ottener queste, c le radici im ^ 
maginarìe. . . . . . •pag* 275 — 288 

Definizione delle radici uguali di un* equazione ; c come 
«‘onn^rinia 1 * i , sis»pii 7 .a di esse uè lesti abbassata di 
grado 1 * equazione. 4***“~456 

Ritrovare V equazione a diilercnze delle radici di una 
data . 4 '>° 

Osservazioni impoi tanti sulla precedente ricerca. 4 ^ » — 4^4 

Ricerca delle radici uguali in un* equazione , se mai ne 
abbia . Ìfi"y — 4 ^> 

Come dalla precedente ricerca si venga in cognizione 
delle radici immaginarie in uu’ equazione , e del loro 
uumcro e valoie. 4 ^ 7 — 47 * 
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Esempli per la ricerca delle radici eguali. 

Cap. VI. De' limili delle radici di un' equazione , c 
del loro uso in approssimare il valore di queste. 
pag- i89— a 97 

Importanza di questa ricerca ; fondamento su cui essa 

poggia. 475-478 

Metodo del Newton per la ricerca de’ limili delle radi- 
ci positive e negative di un' equazione. 479 — 48 t 

Teorema del Maclaurin, che (issa generalmente il limite 
in piu delle radici positive di un' equazione ; ed os- 
servazione sul limite clic oltiensi per mezzo di esso. 483 — 484 
Come ottenutosi il limite in più delle radici positive 
di un' equazione, si possano ottenere quelli più pros- 
simi di ciascuna radice. 485—491 

Cap. VII. Nuoto metodo di approssimazione per le 
radici delle equazioni numeriche, pag. 398 — 3o3 

Esposizione di un tal metodo , dovuto al Ligrange , ed 

osservazioni importanti sul medesimo. 493 — 5oi 

Cap. V ili. Applicazione de' metodi precedenti ad al- 
cuni esempli pag. 3o4 — 3 ■ 3 5oa — 5o5 

Cap. EX. Dell'eliminazioDC delle incognite nelle e- 
quazioni composte pag.'ìi^ — 3ay 

In qual modo si valuti il grado di un' equazione com- 
positi a più incognite. 507—508 

Eliminazione delle incognite tra più equazioni , una 

sola delle quali sia composta. 5og — 5to 

O pur tra più equazioni tra le quali ve ne sieno alcu- 
ne di primo grado. 5ll 

Della maniera di ottener l' eliminata di due equazioni 
composte del grado stesso. 5ta 

Esempio per due equazioni di secondo grado. 5t3 

Che quando le equazioni proposte sono de) secondo 
grado , 1 ’ eliminata risulta del quarto grado. 3 1 4 

Altro esempio di eliminazione tra due equazioni di ter- 
zo grado, I' eliminata delle quali si vede generalmente 
ascendere al nono grado. 5i5 
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Dell' eliminazione tra due equazioni composte di grado 

diverso. 5i6— 517 

Lo stesso nel caso particolare di due equazioni , 1’ una 
di ter/o grado, l’altra di secondo. 5 18 

Avvertimento per agevolazione del calcolo proposto nel 
5ii | per 1' elimiuazione tra due equazioni compo- 
ste dello stesso grado. 5 19 

Che il metodo del Uezout precedentemente esposto per 
r eliminazione nelle equazioni composte , non è esen- 
te dal diletto di condurre ad equazione in grado più 
elevato di quello che convenga. 5ai 

.Metodi particolari adoperati dagli antichi analisti , e spe- 
cialmente dal Cardano, per le eliminazioui nelle equa- 
zioni composte. 5a2— 5a6 

In quali casi questi ripieghi possano adoperarsi. 627 

Importanza deli' argomento trattato in questo Gap. , li- 
miti ne* quali ha bisognato restringersi , ed analisti 
* che si sono principalmeute occupati in estenderlo , e 
perfezionarlo. 5a8 

C>o delle eliminazioni nel liberar da’ radicali un’ equa- 
zione. 529 

Cài*. X. Della natura de’ problemi in generale , e del 
grado dell* equazione ad essi. . . . pag. 33o — 333 

L’ equazione ridotta di un problema dinota la natura 
di esso , e ’l numero delie soluzioni delle quali è su- 


scettrvo. 


53 1 — 533 


Note pag. 33 7 — 354 


606843 
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P<1{ ” 

•>. ad '* 3 

-+■ per — B 

— A p«r -+■ B 

35 

5 

C 3 a ’— 4*V) 

(3a>*-4i’y) 


la cit. 

C. lS 


3a 

L2 * 

8 a ’* 1 

22 

iS 

a’ 

a* 

9° 

»4 e ifi 

—(«»+<> 

— (»— Ij 

u> a 

e 

m + 1 

m a 

1 li 

li 

ar" 4- a 
quelle 

*" + a 

ia3 

14 

quello 

* 1 ? 

i4 e 3 a 

io 

ia ciascun termine di 

IE 

20 

e zero 

a zero 

i£S 

25 

opposto. 1 S 1 supplì f ca la citai, C. 3«. 

1&2 

a 

B*-— 

Bx'"'”* 

igì 

**6 

proposta la quale 

proposta equazione X(J.34a), 
Kit quale somma 

*12 

10 

l „ . )N 
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